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ÖNSÖZ 

 

 

“Mühendislikte Diferansiyel Denklemler” adı altında hazırlanan bu kitapta, “Diferansiyel denklem nedir 

ve çözümüne neden ihtiyaç duyulmaktadır?” sorusuna cevap aranmıştır. 

Kitaptaki konular, mühendislik, teknoloji ve teknik eğitim fakültelerinde okutulan “Diferansiyel 

Denklemler” dersinin içeriğine göre hazırlanmıştır. Farklı mühendislik alanlarıyla ilgili fiziksel olayların 

matematiksel modelleme sonucunda nasıl diferansiyel denklemlere dönüştükleri örnekler ile 

gösterilmiştir. 

Diferansiyel denklem ve diferansiyel denklem sistemlerinin genel tanımları verilmiş, farklı çözüm 

yöntemleri izah edilmiştir. Mühendislik bilimlerinde ve uygulamalarında sıklıkla kullanılan diferansiyel 

denklem ve diferansiyel denklem sistemlerinin çözümü, uygulamalı örnekler ile öğrenilmesi kolay 

olacak şekilde kapsamlı olarak anlatılmıştır. 

Diferansiyel denklemleri kavrayabilmek için, türev ve integral konularının en azından temel düzeyde 

bilinmesi gerekmektedir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

iii 

 

 

 
İÇİNDEKİLER 

 
ÖNSÖZ ii 

İÇİNDEKİLER ...................................................................................................................................................... iii 

BÖLÜM 1: TEMEL KAVRAMLAR ...................................................................................................................... 1 

1.1. Diferansiyel Denklemlerde Sınıflandırma ............................................................................................... 4 

1.1.1. Değişken Sayısına Göre Diferansiyel Denklemler .................................................................................. 4 

1.1.1.1. Adi Diferansiyel Denklemler ................................................................................................................... 4 

1.1.1.2. Kısmi Diferansiyel Denklemler ............................................................................................................... 5 

1.1.2. Derecesine Göre Diferansiyel Denklemler........................................................................................... 5 

1.1.2.1.    Lineer Diferansiyel Denklemler .............................................................................................................. 5 

1.1.2.2.    Lineer Olmayan (Non-Lineer) Diferansiyel Denklemler ........................................................................ 6 

1.1.3. Mertebesine Göre Diferansiyel Denklemler ........................................................................................ 6 

1.1.4. Katsayısına Göre Diferansiyel Denklemler ......................................................................................... 6 

1.2. Diferansiyel Denklemlerin Çözümü ........................................................................................................ 7 

1.2.1. Diferansiyel Denklemlerin Genel Çözümü ............................................................................................. 7 

1.2.2. Diferansiyel Denklemlerin Özel Çözümü ............................................................................................... 8 

1.2.2.1 Başlangıç Değer Problemleri ................................................................................................................... 8 

1.2.2.2. Sınır Değer Problemleri ........................................................................................................................... 9 

1.3. Diferansiyel Denklemin Oluşturulması (Elde Edilmesi) ....................................................................... 10 

BÖLÜM 2: BİRİNCİ MERTEBEDEN VE BİRİNCİ DERECEDEN DİFERANSİYEL DENKLEMLER......... 15 

2.1. Değişkenlerine Ayrılabilir Diferansiyel Denklemler ............................................................................. 15 

2.2. Değişkenlerine Ayrılabilir Hale Getirilebilen Diferansiyel Denklemler ............................................... 20 

2.3. Homojen Diferansiyel Denklemler ........................................................................................................ 23 

2.4. 𝒂𝟏𝒙 + 𝒃𝟏𝒚 + 𝒄𝟏𝒅𝒙 + 𝒂𝟐𝒙 + 𝒃𝟐𝒚 + 𝒄𝟐𝒅𝒚 = 𝟎  Diferansiyel Denklemi .......................................... 25 

2.5. Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler ............................................................................ 31 

2.6. Bernoulli Diferansiyel Denklemi ........................................................................................................... 37 

2.7. Riccati Diferansiyel Denklemi .............................................................................................................. 43 

2.8. Tam Diferansiyel Denklemler ............................................................................................................... 48 

KAYNAKLAR ...................................................................................................................................................... 52 

 

 

 

 

 



 

 

 
BÖLÜM 1: TEMEL KAVRAMLAR 

 

 

Diferansiyel denklemler konusunda yapılan ilk çalışmalar, 17. yüzyılın ikinci yarısında, diferansiyel ve 

entegral hesabın keşfinden (ortaya çıkmasından) hemen sonra, İngiliz matematikçi Newton (1642-1727) 

ve Alman matematikçi Leibnitz (1641-1716) ile başlar. Daha sonraları, matematik tarihinde büyük isim 

yapmış olan, İsviçreli matematikçilerden Bernouilli kardeşlerin, 18. yüzyılda da, Euler, Clairaut, 

Lagrance, Monge, Laplace ile 19. yüzyılda da, Chrystal, Cauchy, Jacobi, Ampere, Darboux, Picart, 

Fusch ve Frobenius, diferansiyel denklemler teorisini, bugünkü ileri seviyeye getiren matematikçilerdir. 

 

Belli tip diferansiyel denklemlerin (her diferansiyel denklemin çözümü yoktur), belli şartlar altında bir 

çözümlerinin mevcut olmasının ispatı, diferansiyel denklemler teorisinde varlık teoremi konusunu teşkil 

etmekte olup, bu da, ilk olarak 1820 ile 1830 yılları arasında, Fransız matematikçi Cauchy tarafından 

tesis edilmiş ve daha sonra gelenler tarafından geliştirilmiştir. 

 

Diferansiyel denklemler analizin klasik bir dalıdır. Bilim adamları ve mühendisler, çoğu fiziksel 

problemin tarif edilmesinde, bazı anahtar değişkenlerin diğer değişkenlere göre olan değişimlerini 

incelerler. Genellikle bu değişkenlerdeki çok küçük değişimlerin dikkate alınması daha genel ve hassas 

bir tanımlama sağlar.  

 

Değişkenlerin sonsuz küçük veya diferansiyel değişimlerinin dikkate alınması durumunda, değişim 

hızlarını türevlerle ifade etmek suretiyle, fiziksel prensip ve kanunlar için kesin matematiksel 

formülasyonlar sağlayan diferansiyel denklemler elde edilir. Bu yüzden diferansiyel denklemler uzun 

zamandır doğa bilimleri ve mühendislikte karşılaşılan çok farklı problemlere başarıyla uygulanmaktadır. 

 

Araştırmalar, diferansiyel denklemlerin yeni uygulamalarını keşfetmeye sadece sayısal bilimlerde değil 

aynı zamanda biyoloji, istatistik, sosyoloji ve ekonomi gibi alanlarda da devam etmektedirler. Hem 

teorik hem de uygulamalı diferansiyel denklem araştırmaları günümüzde çok aktif araştırma konuları 

arasında bulunmaktadır. Bu da gösteriyor ki, diferansiyel denklemler bilimin ayrılmaz bir parçasıdır. 

 

Diferansiyel denklemin elde edilmesi; problem hakkında yeterli bilgi sahibi olmayı, probleme dâhil olan 

değişkenleri belirleyebilmeyi, uygun basitleştirmeler ve varsayımlar yapabilmeyi, kullanılacak fiziksel 

prensip ve kanunları bilmeyi ve de dikkatli bir analiz yapabilmeyi gerektirir.  

 

Matematiksel modelleme; fiziksel problemlerin, matematik diline dönüştürülmesine denir. 

Matematiksel modelleme, fizik ve mühendislikte çok büyük önem arz etmektedir. Diferansiyel 

denklemler de, matematiksel modellemede karşımıza çıkması nedeni ile özel bir önem taşımaktadır. 

Fiziksel olayı (problemi) daha iyi anlama olanağı verir. 

 

Matematiksel modelleme yöntemi ile problemleri çözmek için, o problemin ait olduğu alanla ilgili temel 

kanunlar kullanılarak çözülmesi gereken problemi karakterize eden parametrelerin (değişkenlerin) çok 

küçük değerleri (diferansiyelleri) arasında bağlantılar kurulmaya çalışılır. Elde edilen bu bağıntılar 

problemin matematiksel modeli (yazılımı) veya diferansiyel denklemi olacaktır. 

 

Diferansiyel denklemlerin ne amaçla kullanıldığını anlamış olduk. Peki, diferansiyel denklem nedir? 

 

Bağımsız değişkenleri, bu değişkenlerin fonksiyonlarını ve fonksiyonların türevlerini içeren bağıntıya 

diferansiyel denklem denir. Diğer bir ifadeyle diferansiyel denklem bir takım fonksiyonlar ile bunların 

türevleri arasındaki ilişkiyi temsil eder. 
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Başka bir tanıma göre; bir diferansiyel denklem (DD), bilinmeyen bir fonksiyonunun türevleri, bilinen 

nicelikler ve fonksiyonlar arasındaki bir denklemdir. 

 

Çoğu fiziksel kanun diferansiyel denklemler kullanılarak ifade edilirler. 

 

Diferansiyel Denklemlerin Genel Tanımı: 

n'inci mertebeden bir diferansiyel denklemin en genel biçimi; 

 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, … , 𝑦(𝑛)) = 0 

 

olarak tanımlanır. Bu denklemi okursak; 𝑦 = 𝑓(𝑥) fonksiyonu ve onun çeşitli mertebelerden türevlerini 

içermektedir. 

 

Diferansiyel denklemleri cebirsel denklemlerden ayıran en önemli özellik “fonksiyon türevleri” 

içermeleridir. Diferansiyel denklemlerin incelenmesi iyi bir matematik altyapısı gerektirir ve dolayısıyla 

diferansiyel denklemlere başlamadan önce bağımlı ve bağımsız değişken, sürekli ve süreksiz fonksiyon, 

adi ve kısmi türevler ile integral gibi temel konuların gözden geçirilmesi kesinlikle önerilir. 

 

Diferansiyel denklemleri daha iyi anlamak için bir örnek verelim. 

 

𝒚′ = 𝟐𝒙𝟐 + 𝒚 + 𝟓 
fonksiyonu bir diferansiyel denklemdir. Çünkü tanımda belirtildiği gibi; denklem, aranan fonksiyon (y), 

aranan fonksiyonun türevi (y’) ve bağımsız değişken (x) içermektedir. 

 

Burada y fonksiyonunun bağlımlı olduğu görülüyor. Yani y, x’e bağlı bir fonksiyondur. O halde; 

 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=  𝟐𝒙𝟐 + 𝒚 + 𝟓 

 

şeklinde de yazılabilir. 

 

Diferansiyel denklemleri çözerken aranan fonksiyon y(x)’dir. Yani y(x)’in türevi alındığında sonuç 

𝟐𝒙𝟐 + 𝒚 + 𝟓 bulunmuş. 

 

 

y(x) 

 

 

Notasyon (Gösterim): Türev ( ′ ) sembolü ile gösterilir. Örneğin; 𝑦 bilinmeyen bir fonksiyon, 𝑡 de 

bağımsız değişken ise; 

 

𝒚′,
𝒅𝒚

𝒅𝒕
 ve 𝒚′′ ise,

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒕𝟐
 

 

anlamındadır. 

 

Basamak (Mertebe, Order): Bir diferansiyel denklemin basamağı, en yüksek türevin basamağıdır. 

𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
+

𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝒕 denklemininde en yüksek türev,

𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
, yani 𝒙′′ türevidir. Basamağı 𝟐 dir.  

Bağımsız Değişken Bağımlı Değişken 
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𝒅𝒙

𝒅𝒕
= (𝒙𝒕)𝟓 denklemininde sadece 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
, yani 𝒙′ türevi vardır. Bu nedenle basamağı 𝟏 dir.  

 

Örnekler: 

1. 𝑦′ + 5𝑦 = 𝑒𝑥    (I. Basamaktan Diferansiyel Denklem) 

2. 𝑥2𝑦′′ + 5𝑥𝑦′ + 4𝑦 = 𝑥3   (II. Basamaktan Diferansiyel Denklem) 

3. 𝑥2𝑦′′′ − 5𝑥𝑦 = 𝑥 + 5   (III. Basamaktan Diferansiyel Denklem) 

4. 𝑥3𝑦′′ + (𝑥 + 1)𝑦′ − 𝑦 = 𝑒𝑥  (II. Basamaktan Diferansiyel Denklem) 

5. (𝑥 + 5)4𝑦′ + 5𝑥2𝑦 = 𝑒𝑥 + 4  (I. Basamaktan Diferansiyel Denklem) 

6. 𝑥5𝑦′′′ − 𝑥𝑦′′ + (𝑥 − 2)𝑦′ + 2𝑦 = 𝑥6 (III. Basamaktan Diferansiyel Denklem) 

Derece (Degree): Bir diferansiyel denklemin derecesi, en yüksek basamaklı türevinin kuvvetidir. 

NOT: Her diferansiyel denklemin, bir basamağı (mertebesi) vardır, ancak derecesi olmayabilir. 

Bir diferansiyel denklemin derecesinin tanımlı olabilmesi için, aranan fonksiyon ve türevlerinin 

polinom* denklem biçiminde yazılması gerekir. Yani kuvvetlerinin doğal sayı olması gerekir. 

Diferansiyel denklemin derecesini belirlemede, bağımsız değişkenin kuvvetinin bir önemi 

yoktur. 

(*) Polinom Denklem: Matematikte, bir polinom belirli sayıda belirsiz değişken ve sabit sayıdan oluşan 

bir ifadedir. Polinom kendi içinde toplama, çıkarma, çarpma ve negatif olmayan sayının üssünü alma 

işlemlerini kullanır. Örnek olarak tek bilinmeyenli bir polinom olan x2 − 4x + 7, ikinci dereceden bir 

polinomdur. Diğer bir örnek olarak, x2 − 4/x + 7x3/2 bir polinom değildir, çünkü 2. terimi x′i ele alan bir 

bölme işlemi içermektedir ve 3. terimin kuvveti doğal sayı olmayan bir sayı içermektedir (3/2). 

Genel Polinom Tanımı: 

𝑃(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑥1 + 𝑎0𝑥0 
 

ya da daha düzgün bir ifade ile, 

𝑃(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖

𝑛

𝑖=0

 

 

şeklinde gösterilebilir. 

 

Örnekler: 

(
𝒅𝒙

𝒅𝒕
)

𝟑

+ 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏 𝒕 denkleminin en yüksek basamaklı türevi,
𝒅𝒙

𝒅𝒕
 türevidir. Derecesi ise 3 tür.  

𝒅𝒙

𝒅𝒕
+ 𝒙𝟐 = 𝟏 denkleminin en yüksek basamaklı türevi,

𝒅𝒙

𝒅𝒕
 türevidir. Derecesi ise 1 dir. 
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(
𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
)

𝟐

+ (
𝒅𝒙

𝒅𝒕
)

𝟑

= 𝟑 denkleminin en yüksek basamaklı türevi,
𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
 türevidir. Derecesi ise 2 dir. 

(
𝒅𝟑𝒙

𝒅𝒕𝟑
)

𝟓

+ (
𝒅𝒙

𝒅𝒕
)

𝟔

= 𝟑 denkleminin en yüksek basamaklı türevi,
𝒅𝟑𝒙

𝒅𝒕𝟑
 türevidir. Derecesi ise 5 dir. 

 

Örnekler: 

1. 𝑥(𝑦′)4 + 5𝑦3 = 8𝑥   (I. Basamak, 4. Derece Diferansiyel Denklem) 

2. 𝑥2(𝑦′′)3 − 5𝑥(𝑦′)4𝑦 − 8𝑦2 = 𝑒𝑥 (II. Basamak, 3. Derece Diferansiyel Denklem) 

3. (𝑥 + 5)𝑦′′ − 5𝑥𝑦′ ln 𝑦 + 2𝑦 = 𝑒4𝑥 (II. Basamak, Derecesiz Diferansiyel Denklem) 

Bu diferansiyel denklemin derecesiz olmasının nedeni, aranan fonksiyon olan 𝑦’nin polinom 

denklem kurallarına uygun şeklinde yazılmamış olmasıdır. Yani, ln 𝑦 bozuyor. 

4. 𝑦′′ + 𝑒𝑥𝑦′
+ cos(𝑥 + 𝑦) = 0  (II. Basamak, Derecesiz Diferansiyel Denklem) 

Bu diferansiyel denklemin derecesiz olmasının nedeni de, aranan fonksiyon olan 𝑦’nin 

polinom kurallarına uygun şeklinde yazılmamış olmasıdır. Yani 𝑒𝑥𝑦′
ve cos(𝑥 + 𝑦) bozuyor. 

5. (𝑦′′′)2 + 5𝑥𝑦′′′ + 𝑒𝑥(𝑦′′)3 + 𝑒2𝑥(𝑦′′)2 + 𝑥𝑦′′ + 𝑥3𝑦3 + 𝑥2𝑦2 + 𝑥𝑦 = 𝑒𝑥 

(III. Basamak, 2. Derece Diferansiyel Denklem) 

Bu diferansiyel denklemin içerisinde de 𝑒𝑥’li ifadeler var, ancak bunlar aranan fonksiyon 

olan 𝑦 ile ilgili değil, bağımsız değişken olan x ile ilgilidir. Yani 𝑒𝑥 ve cos(𝑥) gibi ifadeler, 

hatta polinom kuralları gereği doğal sayı olmayan herhangi bir ifade, aranan fonksiyon ile 

ilgili olmadığı zaman bozmaz. 

 

1.1. Diferansiyel Denklemlerde Sınıflandırma 

Diferansiyel denklemler, inceleme kolaylığı bakımından değişken sayısı, derece, mertebe ve 

katsayılarına göre sınıflandırılabilir. 

 

1.1.1.  Değişken Sayısına Göre Diferansiyel Denklemler 

Diferansiyel denklemler değişken sayısına göre; 

1. Adi Diferansiyel Denklemler (ya da Normal Diferansiyel Denklemler) 

2. Kısmi Diferansiyel Denklemler 

olmak üzere ikiye ayrılırlar. 

 

1.1.1.1. Adi Diferansiyel Denklemler 

Adi diferansiyel denklemler, bilinmeyenleri tek değişkene bağlı fonksiyonların oluşturduğu 

denklemlerdir. Çoğunlukla, dinamik sistemlerde ve elektrik mühendisliğinde karşımıza çıkarlar. 
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Örneğin; 

𝒚′ + 𝟓𝒚 = 𝒙 

ya da 

𝒚′′ + 𝒙. 𝒚′ − 𝟓𝒚 = 𝒆𝟑𝒙 

diferansiyel denklemleri, birer adi diferansiyel denklemdir. 

 

1.1.1.2. Kısmi Diferansiyel Denklemler 

Kısmi diferansiyel denklemler ise, bilinmeyen fonksiyonu iki ya da daha fazla bağımsız değişkene bağlı 

olduğu denklemlerdir. Örneğin; 

 

𝒙.
𝝏𝒖

𝝏𝒚
+ 𝒚.

𝝏𝒖

𝝏𝒙
= 𝒚𝟑 − 𝒙𝟑 

ya da 

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝟐
+

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒚𝟐
+

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒛𝟐
= 𝟎 

diferansiyel denklemleri, birer kısmi diferansiyel denklemdir. 

 

NOT: Bu kitapta sadece adi diferansiyel denklemlere odaklanacağız. Adi diferansiyel 

denklemlere kısaca diferansiyel denklem de denir. 

 

 

1.1.2. Derecesine Göre Diferansiyel Denklemler 

Diferansiyel denklemler derecesine göre; 

1. Lineer Diferansiyel Denklemler 

2. Lineer Olmayan (Non-lineer) Diferansiyel Denklemler 

olmak üzere ikiye ayrılırlar. 

 

1.1.2.1. Lineer Diferansiyel Denklemler 

Bir diferansiyel denklemde, aranan fonksiyon ve tüm türevleri birinci dereceden ise, bu diferansiyel 

denkleme “lineerdir” denir. Dolayısıyla içerisinde 𝒚𝟑, (𝒚′′)𝟐, 𝒚𝒚′, 𝒚′𝒚′′′, 𝒔𝒊𝒏 𝒚 , 𝒆𝒚 gibi terimler bulunan 

denklemler lineer değildir. Bunun yanında 𝒙𝟑, 𝒙𝒚′′, 𝐬𝐢𝐧 𝒙 , 𝒆− 𝐬𝐢𝐧 𝒙𝟑
, 𝐥𝐧 𝒙 türünden ifadeler içerebilir. 

Dolayısıyla; 

I. basamaktan en genel lineer denklem; 𝒂𝟎(𝒙)𝒚′ + 𝒂𝟏(𝒙)𝒚 = 𝒇(𝒙) 

II. basamaktan en genel lineer denklem; 𝒂𝟎(𝒙)𝒚′′ + 𝒂𝟏(𝒙)𝒚′ + 𝒂𝟐(𝒙)𝒚 = 𝒇(𝒙) 

n. basamaktan en genel lineer denklem; 𝒂𝟎(𝒙)𝒚𝒏 + 𝒂𝟏(𝒙)𝒚𝒏−𝟏 + ⋯ + 𝒂𝒏(𝒙)𝒚 = 𝒇(𝒙) 

formunda ifade edilebiliyorsa denkleme “lineerdir” denir, aksi halde “lineer olmayan (non-lineer)” bir 

diferansiyel denklem söz konusudur. 
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NOT: Tanıma göre; “Bir diferansiyel denklem lineer ise, derecesi 1’dir.” denildi. Ancak derecesi 

1 olan her denklem “lineerdir” diyemeyiz. Örneğin; 𝑦′ = 1 + 𝑥𝑦2 

 

Örnekler: Aşağıdaki diferansiyel denklemleri basamak, derece ve lineerliğe göre sınıflandırınız. 

1. (𝑥 + 5)𝒚′′ − (2𝑥 + 7)𝒚′ + 2𝒚 = 0 

Aranan fonksiyon ve türevlerinin dereceleri 1’dir. Bu yüzden lineerdir. Mertebesi 2’dir. 

2. (𝒚′′)𝟐 − (𝒚 + 𝟐)𝒚′ − 5𝑥 = 𝑒𝑥 

𝒚′′de, (𝒚 + 𝟐)𝒚′ de 2. derecedendir. Bu yüzden lineer değildir. Mertebesi 2’dir. 

3. 𝑥𝑦′′′ + 5𝑥𝒚′′𝒚 + 𝟒(𝒚′)𝟑 − 8𝑦 = cos 𝑥 

𝒚′′𝒚 de, (𝒚′)𝟑 de 1. dereceden değil. Bu yüzden lineer değildir. 

4. 𝑦′ + 𝒚𝟐 = 𝑥2 + 1 

Denklem 1. derecedendir. Ancak 𝒚𝟐, 2.dereceden olduğu için bozuyor. Bu yüzden lineer 

değildir. 

 

NOT: Derecesi olmayan diferansiyel denklemin lineerliğini kontrol etmenin gereği yoktur. 

Çünkü lineer diferansiyel denklemin bir derecesi olmalı ve değeri de 1 olmalıdır. 

 

1.1.2.2. Lineer Olmayan (Non-Lineer) Diferansiyel Denklemler 

Bir denklem lineer değilse, lineer olmayan (non-lineer) bir diferansiyel denklemdir. 

 

1.1.3.  Mertebesine Göre Diferansiyel Denklemler 

Diferansiyel denklemler mertebesine göre; 

1. I. Mertebeden Diferansiyel Denklemler 

2. Yüksek Mertebeden Diferansiyel Denklemler 

olmak üzere ikiye ayrılırlar. 

 

1.1.4.  Katsayısına Göre Diferansiyel Denklemler 

Diferansiyel denklemler derecesine göre; 

1. Sabit Katsayılı Diferansiyel Denklemler 

2. Değişken Katsayılı Diferansiyel Denklemler 

olmak üzere ikiye ayrılırlar. 
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1.2. Diferansiyel Denklemlerin Çözümü 

Bilindiği üzere, cebirsel denklemlerin çözümünde, denklemi sağlayan sayıların (köklerin bulunması) 

istenir. Örneğin, 𝒙𝟐 − 𝟕𝒙 − 𝟏𝟎 = 𝟎 türünden bir denklemi sağlayan ayrık değerler, yani kökleri 2 ve 5 

tir. Öte yandan bir diferansiyel denklemi çözerken, belirli bir aralıkta denklemi sağlayan fonksiyonlar 

aranır. Böyle bir fonksiyona diferansiyel denklemin çözümü denir. 

 

Bir problem için diferansiyel denklemin elde edilmesi (oluşturulması) genellikle kolaydır. Diğer yandan 

bu denklemin çözümünün bulunması ise genellikle zordur. Bir diferansiyel denklemin çözümü bazen bir 

ya da birkaç defa integral alma işleminden ibaret olabilse de bu tür durumlar genellikle istisnadır. Tüm 

diferansiyel denklem tiplerine uygulanabilen genel bir çözüm yöntemi ne yazık ki mevcut değildir.  

 

Çeşitli sınıflara ayrılan diferansiyel denklemler için bunlara özgü çözüm metotları geliştirilmiştir. Bazen 

bir diferansiyel denklemi çözmek birden fazla tekniğin beraber kullanılmasının yanı sıra bu 

tekniklerdeki yeterli bir uzmanlık düzeyi ve hüner gerektirir.  Bazı diferansiyel denklemler sadece ustaca 

yapılmış bir takım manipülasyonlarla çözülebilirken bazılarının analitik çözümleri imkânsız olabilir. 

Dolayısıyla bir diferansiyel denklemi çözmek bilimden ziyade bir sanat dalı gibidir. 

 

Bir diferansiyel denklemi özdeş olarak sağlayan her 𝒚 = 𝒇(𝒙) fonksiyonuna diferansiyel denklemin 

çözümü veya integrali denir. Bir diferansiyel denklemi çözmek demek, onu integrallamak anlamına 

gelir. Diferansiyel denklemlerin çözümü genel, özel ve tekil olmak üzere üç türdür. 

 

n. mertebeden bir diferansiyel denklemin genel çözümü, sayıca daha aşağı düşürülemeyen n tane keyfi 

integral sabiti içerir. Genel çözümde sözü edilen integral sabitlerine sayısal değer vermek suretiyle ya 

da denklem ile birlikte verilen başlangıç ve sınır şartlarını kullanarak özel çözüm elde edilir.  

 

Bazen bir diferansiyel denklem, genel çözümdeki keyfi parametrelere bir değer verilerek elde 

edilemeyebilir. Böyle çözümlere tekil çözüm denir. 

 

Tıpkı cebirsel denklemlerin çözümünde olduğu gibi, diferansiyel denklemlerde de, bir çözüm 

diferansiyel denklemi mutlaka sağlar. Eğer sağlamıyorsa, elde edilen çözüm “hatalıdır” demektir. 

 

Tanım: Bir diferansiyel denklemi özdeş olarak sağlayan her 𝒚 = 𝒇(𝒙) fonksiyonuna diferansiyel 

denklemin açık çözümü denir. Yani çözüm açık bir fonksiyon şeklindedir. 

 

Eğer bir 𝒈(𝒙, 𝒚) = 𝟎 bağıntısı bir diferansiyel denklemin çözümünü tanımlıyorsa buna denklemin 

kapalı çözümü denir. Yani çözüm kapalı bir fonksiyon şeklindedir. 

 

İleride diferansiyel denklemleri çözmek için vereceğimiz birçok yöntem, her zaman denklemin bir açık 

çözümünü vermez. Genellikle kapalı olarak tanımlanan çözümler elde edilir. 

 

1.2.1.  Diferansiyel Denklemlerin Genel Çözümü 

Denklemin basamağı (mertebesi) kadar keyfi parametre içeren ve denklemi özdeş olarak sağlayan 

çözüme, denklemin “Genel Çözümü” denir. 
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Örnek: 𝑦′ = 2𝑥2 + 5 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Bunun çözümü gayet basittir. İntegral ile çözülebilir. 

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥2 + 5  →    𝑑𝑦 = (2𝑥2 + 5) 𝑑𝑥  →    ∫ 𝑑𝑦 = ∫(2𝑥2 + 5) 𝑑𝑥 

𝑦 =
2𝑥3

3
+ 5𝑥 + 𝐶    →     𝒚(𝒙) =

𝟐𝒙𝟑

𝟑
+ 𝟓𝒙 + 𝑪 

NOT: İntegral sabitleri (C) sonsuz sayıda sayısal değer içerebileceği için, diferansiyel denklemin 

bir adet genel çözümü, sonsuz sayıda özel çözümü olur. I. Mertebeden bir diferansiyel denklemin 

genel çözümünde bir sabit sayı (C1), II. Mertebeden bir diferansiyel denklemin genel çözümünde 

ise iki sabit sayı (C1 ve C2) bulunur. 

 

1.2.2. Diferansiyel Denklemlerin Özel Çözümü 

Bir diferansiyel denklemin genel çözümündeki keyfi parametrelerin özel seçimiyle, genel çözümden 

elde edilen her bir çözüme özel çözüm denir. 

Sabit ortamlarda diferansiyel denklemlerin verilere göre tipleri; 

1. Başlangıç Değer Problemleri 

2. Sınır Değer Problemleri 

olmak üzere ikiye ayrılırlar. 

 

1.2.2.1 Başlangıç Değer Problemleri 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛)) = 0 diferansiyel denklemi ile birlikte, 

𝑦(𝑥0) = 𝑦0, 𝑦′(𝑥0) = 𝑦1, 𝑦′′(𝑥0) = 𝑦2, … , 𝑦(𝑛−1)(𝑥0) = 𝑦𝑛−1 

şeklinde, diferansiyel denklemin basamak sayısı kadar başlangıç şartı da veriliyorsa ve bu şartlar 

bağımsız değişkenin bir tek değeri için verilmişse (𝒙𝟎), bu durumdaki probleme “Başlangıç Değer 

Problemi” denir. Genel çözümde ortaya çıkan C değeri hesaplanarak, özel çözüm bulunmuş olur. 

 

Örnek: 𝑦′ = 2𝑥2 + 5, 𝑦(1) = −3 başlangıç değer probleminin çözümünü bulunuz. 

Çözüm: İlk olarak integral alarak genel çözümü elde edelim. 

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥2 + 5  →    𝑑𝑦 = (2𝑥2 + 5)𝑑𝑥  →    𝑦 = ∫(2𝑥2 + 5)𝑑𝑥 

𝒚(𝒙) =
𝟐𝒙𝟑

𝟑
+ 𝟓𝒙 + 𝑪 
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Genel çözümünü bulduktan sonra, 𝒚(𝟏) = −𝟑 başlangıç koşuluna göre 𝒙𝟎 = 𝟏 ve 𝒚(𝟏) = −𝟑 

değerlerini genel çözümde yerine koyup C sabitini buluyoruz. 

𝒚(𝒙) =
𝟐𝒙𝟑

𝟑
+ 𝟓𝒙 + 𝑪  →   𝒚(𝟏) =

𝟐. 𝟏𝟑

𝟑
+ 𝟓. 𝟏 + 𝑪  →   −𝟑 =

𝟐

𝟑
+ 𝟓 + 𝑪   →    𝑪 =

−𝟐𝟔

𝟑
 

Şimdide genel çözümde C yerine, bulduğumuz değeri koyunca özel çözümü elde etmiş oluruz. 

𝒚(𝒙) =
𝟐𝒙𝟑

𝟑
+ 𝟓𝒙 −

𝟐𝟔

𝟑
 

1.2.2.2. Sınır Değer Problemleri 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛)) = 0 denklemi ile birlikte, 

𝑦(𝑥1) = 𝑦1, 𝑦′(𝑥2) = 𝑦2, 𝑦′′(𝑥3) = 𝑦3, … , 𝑦(𝑛−1)(𝑥𝑛) = 𝑦𝑛 

şartları veriliyorsa ve bu şartlar bağımsız değişkenin birden fazla değeri için verilmişse (𝑥𝑖, (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) 

𝑥𝑖′lerin hepsi aynı olmamak şartıyla), bu durumdaki probleme “Sınır Değer Problemi” denir. 

 

Örnek: 𝑦′′ = 12𝑥2 + 6𝑥 + 2, 𝑦(1) = 6, 𝑦(2) = 32 sınır değer probleminin çözümünü bulunuz. 

Çözüm: 𝒚′′ nin iki kez arka arkaya integral alarak 𝒚′ ve 𝒚 değerlerini elde edelim. 

∫ 𝑦′′ = ∫(12𝑥2 + 6𝑥 + 2)𝑑𝑥     →      𝒚′ = 𝟒𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝑪𝟏 

∫ 𝑦′ = ∫(4𝑥3 + 3𝑥2 + 2𝑥 + 𝐶1)𝑑𝑥     →      𝒚 = 𝒙𝟒 + 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 + 𝑪𝟏𝒙 + 𝑪𝟐 

Şimdi 𝒚 = 𝒙𝟒 + 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 + 𝑪𝟏𝒙 + 𝑪𝟐 ifadesinde, 𝒚(𝟏) = 𝟔, 𝒚(𝟐) = 𝟑𝟐 değerlerini yerine koyarak iki 

denklem elde edelim. 

𝒚(𝟏) = 𝟔 değeri için; 𝟔 = 𝟏𝟒 + 𝟏𝟑 + 𝟏𝟐 + 𝑪𝟏. 𝟏 + 𝑪𝟐     →      𝑪𝟏 + 𝑪𝟐 = 𝟑 

𝒚(𝟐) = 𝟑𝟐 değeri için; 𝟑𝟐 = 𝟐𝟒 + 𝟐𝟑 + 𝟐𝟐 + 𝑪𝟏. 𝟐 + 𝑪𝟐     →      𝟐𝑪𝟏 + 𝑪𝟐 = 𝟒 

Elde edilen 𝑪𝟏 + 𝑪𝟐 = 𝟑 ve 𝟐𝑪𝟏 + 𝑪𝟐 = 𝟒 denklemleri neticesinde 𝑪𝟏 = 𝟏 ve 𝑪𝟐 = 𝟐 değerleri 

bulunur. Bunları 𝒚 = 𝒙𝟒 + 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 + 𝑪𝟏𝒙 + 𝑪𝟐 genel çözümünde yerine koyarsak, 

𝒚 = 𝒙𝟒 + 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟐 

elde edilir. 

 

NOT: Bazı kaynaklarda başlangıç değer ve sınır değer problemlerine aynı zamanda “Couchy 

Problemi” de denir. 
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1.3. Diferansiyel Denklemin Oluşturulması (Elde Edilmesi) 

Diferansiyel denklemler birçok bilim dalında ortaya çıkar. Şimdi, bir veya daha fazla keyfi parametre 

içeren bir bağıntıdan, keyfi parametrelerin yok edilmesiyle bir diferansiyel denklemin nasıl elde 

edilebileceğini göreceğiz. Bu, bize diferansiyel denklemlerin çözümü ile ilgili de bir fikir verecektir. 

Örneğin, 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝑪) = 𝟎 bağıntısını ele alalım. Diferansiyel denklemin elde edilmesi için, keyfi 

parametre sayısı kadar türev alarak c’nin yok edilmesi ile; 

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0 

biçiminde birinci mertebeden bir diferansiyel denklem elde edilir. Yani, bir bağıntıya göre art arda türev 

almalarla elde edilen bağıntılardan ve verilen bağıntıdan keyfi parametreleri yok ederek diferansiyel 

denklem elde edilebilir. 

NOT 1: Diferansiyel denklem formunda bir fonksiyonda c gibi keyfi parametreler olamaz. Hedef 

keyfi parametreleri yok ederek, diferansiyel denklemi elde etmektir. 

NOT 2: Keyfi parametreleri yok ederken, her zaman, elde edilecek diferansiyel denklem en 

düşük mertebeden olacak şekilde oluşturulmalıdır. Yani kaç farklı parametre varsa, en fazla o 

kadar türev alınmalıdır. 

 

Örnek: 𝑦 = 𝑥 + 𝐶 doğru ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz. 

Çözüm: Diferansiyel denklemin elde edilebilmesi için keyfi parametrelerin yok edilmesi gerekir. Bunun 

için keyfi parametre sayısı kadar türev almak gerekir. Bu örneğe baktığımızda, sadece bir tane keyfi 

parametre (C) vardır. Dolayısıyla bir kez türev alarak diferansiyel denklemi oluşturabiliriz. 

𝒚 = 𝒙 + 𝑪 fonksiyonunun türevini alalım. 

𝒚′ = 𝟏 

𝒚′ = 𝟏, fonksiyonu 1. mertebeden ve 1. dereceden bir diferansiyel denklemdir. Aslında yaptığımız şey 

keyfi parametre sayısı kadar türev alarak, keyfi parametreleri yok edip ve diferansiyel denklemi elde 

etmektir. 

 

Örnek: 𝑦 = 𝑐𝑥 parabol ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz. 

Çözüm:  

𝑦 = 𝑐𝑥 fonksiyonunun türevini alalım. 

𝒚′ = 𝒄 

𝒚′ = 𝒄, fonksiyonunu elde ettikten sonra, c yerine 𝒚′ yazarsak, 𝒚 = 𝒚′. 𝒙 diferansiyel denklemi elde 

edilir. 

 

Örnek: 𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 eğri ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz. 

Çözüm:  

𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 fonksiyonunda üç farklı keyfi parametre olduğu için üç kez türevini alalım. 
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 𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 

 𝑦′ = 2𝑎𝑥 + 𝑏 

 𝑦′′ = 2𝑎 

 𝒚′′′ = 𝟎 

 

Örnek: 𝑦 = 𝑐𝑥2 + 𝑐 eğri ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz. 

Çözüm: 𝑦 = 𝑐𝑥2 + 𝑐 fonksiyonunun 1. türevini alalım. 

𝒚′ = 𝟐𝒄𝒙   →    𝒄 =
𝒚′

𝟐𝒙
 

bulunur. Şimdi 𝒚 = 𝒄𝒙𝟐 + 𝒄 fonksiyonunda c yerine yukarıda elde ettiğimiz c değerini yazarsak; 

𝒚 =
𝒙𝒚′

𝟐
+

𝒚′

𝟐𝒙
 

diferansiyel denklemi elde edilir. 

 

Örnek: 𝑥 = 𝑐1𝑒−2𝑡 + 𝑐2𝑒3𝑡 bağıntısını diferansiyel denklem haline getiriniz. 

Çözüm: Bağıntıda c1 ve c2 sabitlerini yok edelim. Art arda iki kez türev alırsak, 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥′ = −2𝑐1𝑒−2𝑡 + 3𝑐2𝑒3𝑡          (1.1) 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝑥′′ = 4𝑐1𝑒−2𝑡 + 9𝑐2𝑒3𝑡          (1.2) 

elde edilir. (1.1) ve (1.2) türevlerinden c1 ve c2 sabitlerini çekersek, 

𝑥′′ − 3𝑥′ = 10𝑐1𝑒−2𝑡    →     𝑐1 =
(𝑥′′ − 3𝑥′) 𝑒2𝑡

10
                         (1.3) 

𝑥′′ + 2𝑥′ = 15𝑐2𝑒3𝑡    →     𝑐2 =
(𝑥′′ + 2𝑥′) 𝑒−3𝑡

15
                         (1.4) 

eşitlikleri bulunur. (1.3) ve (1.4) eşitliklerini, ana sorudaki 𝑥 = 𝑐1𝑒−2𝑡 + 𝑐2𝑒3𝑡 bağıntısında yerine 

koyarsak, 

𝑥 =
(𝑥′′ − 3𝑥′) 𝑒2𝑡

10
𝑒−2𝑡 +

(𝑥′′ + 2𝑥′) 𝑒−3𝑡

15
𝑒3𝑡 

=
(𝑥′′ − 3𝑥′)

10
+

(𝑥′′ + 2𝑥′)

15
=

(3𝑥′′ − 9𝑥′ + 2𝑥′′ + 4𝑥′)

30
=

5(𝑥′′ − 𝑥′)

30
 

𝑥 =
(𝑥′′ − 𝑥′)

6
     →     𝒙′′ − 𝒙′ − 𝟔𝒙 = 𝟎  diferansiyel denklemi elde edilmiştir. 
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Örnek: 𝑦 = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒4𝑥 eğri ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz. 

Çözüm:  

𝑦 = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒4𝑥 fonksiyonunda iki farklı keyfi parametre olduğu için iki kez türevini alalım. 

 𝑦 = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒4𝑥 

 𝒚′ = 𝒄𝟏𝒆𝒙 + 𝟒𝒄𝟐𝒆𝟒𝒙 

 𝒚′′ = 𝒄𝟏𝒆𝒙 + 𝟏𝟔𝒄𝟐𝒆𝟒𝒙 

Türevlere bakıldığında, kökleri 1 ve 4 olan iki bilinmeyenli denklem formunda olduğu rahatlıkla 

görülebilir. O halde; 

(𝑫 − 𝟏)(𝑫 − 𝟒) = 𝟎    →    𝑫𝟐 − 𝟓𝑫 + 𝟒 = 𝟎 

Burada kuvvete göre türev belirttiğimizde, 

𝒚′′ − 𝟓𝒚′ + 𝟒𝒚 = 𝟎 

diferansiyel denklemi elde edilir. 

 

Örnek: 𝑦 = 𝑐1𝑒3𝑥 + 𝑐2𝑒−4𝑥 eğri ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz. 

Çözüm: Bu formdaki soruları kısayoldan çözmek için sadece iki bilinmeyenli denklem gibi olduğunu 

görmek yeterlidir. Bu sadece e içeren sorular için uygundur. O halde; 

(𝑫 − 𝟑)(𝑫 + 𝟒) = 𝟎    →    𝑫𝟐 + 𝑫 − 𝟏𝟐 = 𝟎 

Burada kuvvete göre türev belirttiğimizde, 

𝒚′′ + 𝒚′ − 𝟏𝟐𝒚 = 𝟎 

diferansiyel denklemi elde edilir. 

 

Örnek: Merkezi orijin olan çemberin diferansiyel denklemini bulunuz. 

Çözüm: Bu örnekte diferansiyel denklemi elde edebilmek için, merkezi orijin olan çemberin denklemini 

bilmek gerekir.  

Merkezi orijin olan çemberin denklemi 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒓𝟐 şeklindedir. 

Bir tane keyfi parametre (r) var, o yüzden bir kez türev almak yeterlidir. O halde, x bağımsız değişken, 

y aranan fonksiyon olmak üzere; 

𝟐𝒙 + 𝟐𝒚𝒚′ = 𝟎  →   𝟐(𝒙 + 𝒚𝒚′) = 𝟎 

𝒙 + 𝒚𝒚′ = 𝟎 

diferansiyel denklemi elde edilir. 

 

Örnek: Merkezi 𝑦 = 𝑥 doğrusu üzerinde olan çember ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz. 

Çözüm: Bu örnekte diferansiyel denklemi elde edebilmek için, merkezi 𝒚 = 𝒙 doğrusu üzerinde olan 

çemberin denklemini bilmek gerekir.  
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Merkezi 𝒚 = 𝒙 doğrusu üzerinde olan çemberin denklemi (𝒙 − 𝒂)𝟐 + (𝒚 − 𝒂)𝟐 = 𝒓𝟐 şeklindedir. 

İki tane keyfi parametre (r ve a) var, o yüzden iki kez türev almak gereklidir. O halde, x bağımsız 

değişken, y aranan fonksiyon olmak üzere; 

1. Türev 

𝟐(𝒙 − 𝒂) + 𝟐(𝒚 − 𝒂)𝒚′ = 𝟎 

𝟐((𝒙 − 𝒂) + (𝒚 − 𝒂)𝒚′) = 𝟎 

(𝒙 − 𝒂) + (𝒚 − 𝒂)𝒚′ = 𝟎 

2. Türev 

𝟏 + (𝒚′)𝟐 + (𝒚 − 𝒂)𝒚′′ = 𝟎 

Burada a’yı yalnız bırakmak için; 

𝒚 − 𝒂 = −
𝟏 + (𝒚′)𝟐

𝒚′′
    →    𝒂 = 𝒚 +

𝟏 + (𝒚′)𝟐

𝒚′′
 

Bulmuş olduğumuz a değerini 1. türevde yerine koyarsak; 

 𝒙 − (𝒚 +
𝟏+(𝒚′)

𝟐

𝒚′′ ) + (𝒚 − (𝒚 +
𝟏+(𝒚′)

𝟐

𝒚′′ )) 𝒚′ = 𝟎 

diferansiyel denklemi elde edilir. 

 

Örnek: Düzlemde genel çember ailesinin sağladığı en düşük mertebeden diferansiyel denklemini 

bulunuz. 

Çözüm: Bu örnekte diferansiyel denklemi elde edebilmek için, düzlemde en genel çemberin denklemini 

bilmek gerekir.  

Düzlemde en genel çemberin denklemi (𝒙 − 𝒂)𝟐 + (𝒚 − 𝒃)𝟐 = 𝒓𝟐 şeklindedir. 

Üç tane keyfi parametre (r, a ve b) var, o yüzden üç kez türev almak gereklidir. O halde, x bağımsız 

değişken, y aranan fonksiyon olmak üzere; 

1. Türev 

𝟐(𝒙 − 𝒂) + 𝟐(𝒚 − 𝒃)𝒚′ = 𝟎 

𝟐((𝒙 − 𝒂) + (𝒚 − 𝒃)𝒚′) = 𝟎 

(𝒙 − 𝒂) + (𝒚 − 𝒃)𝒚′ = 𝟎 

2. Türev 

𝟏 + (𝒚′)𝟐 + (𝒚 − 𝒃)𝒚′′ = 𝟎 

Burada y - b’yi yalnız bırakmak için; 

𝒚 − 𝒃 = −
𝟏 + (𝒚′)𝟐

𝒚′′
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3. Türev 

𝟐𝒚′𝒚′′ + 𝒚′𝒚′′ + (𝒚 − 𝒃)𝒚′′′ = 𝟎 

𝟑𝒚′𝒚′′ + (𝒚 − 𝒃)𝒚′′′ = 𝟎 

 

Bulmuş olduğumuz y - b değerini 3. türevde yerine koyarsak; 

𝟑𝒚′𝒚′′ −
𝟏 + (𝒚′)𝟐

𝒚′′
𝒚′′′ = 𝟎 

diferansiyel denklemi elde edilir. 

 

NOT: Dikkat edilirse, diferansiyel denklemler oluşturulurken (elde edilirken) türev alma işlemi 

gerçekleştirilirken, diferansiyel denklemler çözülürken integrali alınır. 

Şimdiye kadar diferansiyel denklemlerle ilgili temel kavramlar ve diferansiyel denklemlerin elde 

edilmesinden bahsetmiş olduk. Artık çeşitli mertebelerden diferansiyel denklem çözümlerine 

geçebiliriz. 
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BÖLÜM 2: BİRİNCİ MERTEBEDEN VE BİRİNCİ DERECEDEN 

DİFERANSİYEL DENKLEMLER 
 

 

Birinci mertebeden ve birinci dereceden bir diferansiyel denklem genel olarak; y bağımlı, x bağımsız 

değişken olmak üzere; 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0 

biçiminde yazılır. 

Bu tipteki diferansiyel denklemler aynı zamanda 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) türev formlarında ya da 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

diferansiyel denklem formunda ifade edilebilir. 

Bu bölümde birinci mertebeden ve birinci dereceden diferansiyel denklemlerin, bir parametreye bağlı 

kapalı formdaki 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0 ve açık formdaki 𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑐) denklemlerinin genel çözümünü elde etme 

yöntemleri verilecektir. 

Yazılış şekillerine göre birinci mertebeden diferansiyel denklemler farklı türlere ayrılmışlardır. Her bir 

tür diferansiyel denklemin de ne yazık ki, farklı çözüm yolları vardır. Bundan dolayı verilen diferansiyel 

denklemi çözmek için önce onun hangi türden olduğunun belirlenmesi, sonra ise o tür denklemin hangi 

yöntem ile çözülmesine karar verilmelidir. Çünkü bir diferansiyel denklem başka bir diferansiyel 

denklemin çözüm yöntemi ile çözülmemektedir.  

Birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin klasik tipleri; değişkenlerine ayrılabilir, tam ve lineer 

diferansiyel denklemlerdir. Bunların dışında bazı denklemler, klasik tiplerden birine dönüştürülebilir. 

Homojen, Bernoulli ve Riccati böyle denklemlere örnektir. 

Birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin genel çözüm ifadelerinde bir adet integral sabiti 

bulunmaktadır. 

 

2.1. Değişkenlerine Ayrılabilir Diferansiyel Denklemler 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 biçimindeki bir diferansiyel denklem, 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = 0 biçiminde 

veya türev formunda 𝑦′ = 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑦) 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑦′ =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑦)
 olarak yazılabiliyorsa, böyle denklemlere 

“değişkenlerine ayrılabilir diferansiyel denklem” denir. 

Bu diferansiyel denklemler uygun çarpanlarla çarpılarak ya da gölünerek; 

𝐴(𝑥)𝑑𝑥 + 𝐵(𝑦)𝑑𝑦 = 0 

formunda bir diferansiyel denkleme dönüştürülür. Yani x’li ifadeler bir terimde, y’li ifadeler diğer 

terimde olacak şekilde ayrılır. Daha sonra denklemin her iki tarafının integrali alınır ve böylece genel 

çözüm kapalı fonksiyon olarak; 
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∫ 𝐴(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝐵(𝑦)𝑑𝑦 = 𝐶 

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑦) = 𝐶 

şeklinde bulunur. Mümkün olduğu takdirde kapalı fonksiyon şeklindeki çözüm ifadesi açık fonksiyona 

dönüştürülebilir. 

 

NOT: Bir terimin integralinin alınabilmesi için, yalnızca bir değişken ve bu değişkenin 

diferansiyelini içermesi gerekir. Yani değişkenlerine ayrılmış olması gerekir. Örneğin; x’lerin bir 

tarafa, y’lerin bir tarafa ayrılmış olması gerekir. 

 

Örnek: 𝑦′ = 𝑦 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: Diferansiyel denklemi aşağıdaki biçimde de gösterebiliriz. 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦   →     

1

𝑦
𝑑𝑦 = 𝑑𝑥 

İntegral alınca; 

∫
1

𝑦
𝑑𝑦 = ∫ 𝑑𝑥    →     𝐥𝐧 𝒚 = 𝒙 + 𝑪 (𝑲𝒂𝒑𝒂𝒍𝚤 Çö𝒛ü𝒎) 

Açık çözümü elde etmek için, yani 𝒚(𝒙) fonksiyonunu bulmak için 𝒍𝒏 den kurtulmak gerekir. Bunun 

için; 

𝑒ln 𝑦 = 𝑒𝑥+𝑐    →     𝑦 = 𝑒𝑥+𝑐    →     𝑦(𝑥) = 𝑒𝑥. 𝑒𝑐 

𝒆𝒄 de sabit bir sayı olduğu için, denklemi 𝒚(𝒙) = 𝑨. 𝒆𝒙 (𝑨ç𝚤𝒌 Çö𝒛ü𝒎) şeklinde yazabiliriz. 

 

NOT: İşlemi integrali aldıktan sonra öylece bırakıyorsak buna kapalı çözüm, y(x)i yalnız 

bırakıyorsak buna açık çözüm denir. Bazen kapalı çözümlerde y yalnız bırakılamayabilir. 

 

Örnek: 𝑦′ = 2𝑥𝑦2 diferansiyel denkleminin çözümünü 𝑦(2) = −1 başlangıç koşuluyla bulunuz. 

Çözüm: Diferansiyel denklemi aşağıdaki biçimde de gösterebiliriz. 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥𝑦2    →     

1

𝑦2
𝑑𝑦 = 2𝑥 𝑑𝑥 

İntegral alınca; 

∫
1

𝑦2
𝑑𝑦 = ∫ 2𝑥 𝑑𝑥   →    −

1

𝑦
=

2𝑥2

2
+ 𝐶    →    −

𝟏

𝒚
= 𝒙𝟐 + 𝑪 (𝑲𝒂𝒑𝒂𝒍𝚤 Çö𝒛ü𝒎) 

Açık çözümü elde etmek için, yani 𝒚(𝒙) fonksiyonunu bulmak için işlemler yaparsak; 

𝒚(𝒙) = −
𝟏

𝒙𝟐 + 𝑪
 (𝑨ç𝚤𝒌 Çö𝒛ü𝒎) 
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elde edilir. Artık 𝒚(𝟐) = −𝟏 başlangıç koşulunu dikkate alırsak; 

𝑦(2) = −
1

22 + 𝐶
    →    −1 = −

1

22 + 𝐶
    →     𝑪 = −𝟑 

değeri bulunur. Şimdi bulunan C değerini genel çözümde yerine yazarsak; 

𝑦(𝑥) = −
1

𝑥2 − 3
    →     𝒚(𝒙) =

𝟏

𝟑 − 𝒙𝟐
 

 

Örnek: (𝑥𝑦2 − 2𝑦2)𝑑𝑥 + (𝑥2𝑦 − 2𝑥2)𝑑𝑦 = 0 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: (𝑥𝑦2 − 2𝑦2)𝑑𝑥 + (𝑥2𝑦 − 2𝑥2)𝑑𝑦 = 0 diferansiyel denklemini ortak çarpan parantezine 

alırsak; 

𝑦2(𝑥 − 2)𝑑𝑥 + 𝑥2(𝑦 − 2)𝑑𝑦 = 0 

denklemi elde edilir. Denkleminin her terimini 𝑥2𝑦2’ye bölersek, denklemi değişkenlerine ayrılabilir 

biçime dönüştürmüş oluruz. 

𝑦2(𝑥 − 2)

𝑥2𝑦2
𝑑𝑥 +

𝑥2(𝑦 − 2)

𝑥2𝑦2
𝑑𝑦 = 0 

Elde edilen denklemde sadeleştirmeleri yapınca, 

(𝑥 − 2)

𝑥2
𝑑𝑥 +

(𝑦 − 2)

𝑦2
𝑑𝑦 = 0 

bulunur. Her terimin integrali alındığında, 

∫
(𝑥 − 2)

𝑥2
𝑑𝑥 + ∫

(𝑦 − 2)

𝑦2
𝑑𝑦 = 𝐶 

elde edilir. Denklemin her terimini genişletirsek, 

∫ (
1

𝑥
−

2

𝑥2
) 𝑑𝑥 + ∫ (

1

𝑦
−

2

𝑦2
) 𝑑𝑦 = 𝐶 

bulunur. Sonuç olarak genel çözüm aşağıdaki gibidir. 

𝐥𝐧|𝒙| +
𝟐

𝒙
+ 𝐥𝐧|𝒚| +

𝟐

𝒚
= 𝑪 

 

Ö𝐫𝐧𝐞𝐤: 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

4 − 2𝑥

3𝑦2 − 5
 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: Diferansiyel denklemi aşağıdaki biçimde düzenleyebiliriz. 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

4 − 2𝑥

3𝑦2 − 5
    →     (3𝑦2 − 5)𝑑𝑦 = (4 − 2𝑥)𝑑𝑥 

İntegral alınca; 

∫(3𝑦2 − 5) 𝑑𝑦 = ∫(4 − 2𝑥)𝑑𝑥 
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Genel çözüm aşağıdaki gibi olur. 

3.
𝑦3

3
− 5𝑦 = 4𝑥 − 2.

𝑥2

2
+ 𝐶    →     𝒚𝟑 − 𝟓𝒚 = 𝟒𝒙 − 𝒙𝟐 + 𝑪 

 

Örnek: 2𝑥𝑦𝑦′ − 1 − 𝑦2 = 0 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: 2𝑥𝑦𝑦′ − 1 − 𝑦2 = 0 diferansiyel denklemini aşağıdaki biçimde de gösterebiliriz. 

2𝑥𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 + 𝑦2   →    

2𝑦𝑑𝑦

1 + 𝑦2
=

𝑑𝑥

𝑥
 

Her terimin integrali alındığında, 

∫
2𝑦

1 + 𝑦2
𝑑𝑦 − ∫

1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝐶 

bulunur. Sonuç olarak genel çözüm aşağıdaki gibidir. 

ln|1 + 𝑦2| − ln|𝑥| = ln|𝑐|   →    ln|1 + 𝑦2| = ln|𝑐| + ln|𝑥|   →    𝟏 + 𝒚𝟐 = 𝒄. 𝒙 

 

Örnek: 𝑦′ = 𝑥𝑦2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 + 𝑦 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: 𝑦′ = 𝑥𝑦2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 + 𝑦 diferansiyel denklemini aşağıdaki biçimde de gösterebiliriz. 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦2(𝑥 + 1) + 𝑦(𝑥 + 1)   →    

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (𝑦2 + 𝑦)(𝑥 + 1)   →    

𝑑𝑦

(𝑦2 + 𝑦)
= (𝑥 + 1)𝑑𝑥 

Her terimin integrali alındığında, 

∫
1

𝑦2 + 𝑦
𝑑𝑦 − ∫(𝑥 + 1)𝑑𝑥 = 𝐶  →    ∫ (

1

𝑦
−

1

𝑦 + 1
) 𝑑𝑦 − ∫(𝑥 + 1)𝑑𝑥 = 𝐶 

bulunur. Sonuç olarak genel çözüm aşağıdaki gibidir. 

ln|𝑦| − ln|𝑦 + 1| −
𝑥2

2
− 𝑥 = 𝐶  →    𝒍𝒏 |

𝒚

𝒚 + 𝟏
| −

𝒙𝟐

𝟐
− 𝒙 = 𝑪 

 

Örnek: 𝑦′ + 𝑦 cos 𝑥 = 0 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: 𝑦′ + 𝑦 cos 𝑥 = 0 diferansiyel denklemini aşağıdaki biçimde de gösterebiliriz. 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑦 cos 𝑥   →    

1

𝑦
𝑑𝑦 = − cos 𝑥 𝑑𝑥 

Her terimin integrali alındığında, 

∫
1

𝑦
𝑑𝑦 = ∫ − cos 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶 

bulunur. Sonuç olarak genel çözüm aşağıdaki gibidir. 

𝐥𝐧|𝒚| = − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝑪 
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Açık çözümü elde etmek için, yani 𝒚(𝒙) fonksiyonunu bulmak için 𝒍𝒏 den kurtulmak gerekir. Bunun 

için; 

𝑒ln 𝑦 = 𝑒−𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑐    →     𝑦 = 𝑒−𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑐    →     𝑦(𝑥) = 𝑒−𝑠𝑖𝑛𝑥. 𝑒𝑐    →     𝒚(𝒙) = 𝒆−𝒔𝒊𝒏𝒙. 𝑪 

bulunur. 

 

Örnek: 𝑥2𝑑𝑦 − sin2 𝑦 𝑑𝑥 = 0 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: 𝑥2𝑑𝑦 − sin2 𝑦 𝑑𝑥 = 0 diferansiyel denkleminin her terimini 𝑥2. sin2 𝑦’ye bölersek, denklemi 

değişkenlerine ayrılabilir biçime dönüştürmüş oluruz. 

𝒙𝟐𝑑𝑦

𝒙𝟐. sin2 𝑦
−

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒚 𝑑𝑥

𝑥2. 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒚
= 0  →    

1

sin2 𝑦
𝑑𝑦 −

1

𝑥2
𝑑𝑥 = 0 

Her terimin integrali alındığında, 

∫
1

sin2 𝑦
𝑑𝑦 − ∫

1

𝑥2
𝑑𝑥 = 𝑐 

bulunur. Sonuç olarak genel çözüm aşağıdaki gibidir. 

−𝐜𝐨𝐭 𝒚 +
𝟏

𝒙
= 𝑪 

 

Örnek: sin 𝑥 . cos2 𝑦𝑑𝑥 + cos2 𝑥𝑑𝑦 = 0 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: sin 𝑥 . cos2 𝑦𝑑𝑥 + cos2 𝑥𝑑𝑦 = 0 diferansiyel denkleminin her terimini cos2 𝑥. cos2 𝑦’ye 

bölersek, denklemi değişkenlerine ayrılabilir biçime dönüştürmüş oluruz. 

sin 𝑥 . cos2 𝑦𝑑𝑥

cos2 𝑥. cos2 𝑦
+

cos2 𝑥𝑑𝑦

cos2 𝑥. cos2 𝑦
= 0  →    

sin 𝑥

cos2 𝑥
𝑑𝑥 +

1

cos2 𝑦
𝑑𝑦 = 0 

Her terimin integrali alındığında, 

∫
sin 𝑥

cos2 𝑥
𝑑𝑥 + ∫

1

cos2 𝑦
𝑑𝑦 = 𝐶 

bulunur. Sonuç olarak genel çözüm aşağıdaki gibidir. 

𝟏

𝐜𝐨𝐬 𝒙
+ 𝐭𝐚𝐧 𝒚 = 𝑪 

 

Ö𝐫𝐧𝐞𝐤:
1

cos 𝑥
𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥 = 0 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm:  

1

cos 𝑥
𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥 = 0 

diferansiyel denkleminin her terimini 𝑦’ye bölüp, cos 𝑥 ile çarparak denklemi değişkenlerine ayrılabilir 

biçime dönüştürmüş oluruz. 
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𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝑦
.

1

𝐜𝐨𝐬 𝒙
𝑑𝑦 −

cos 𝑥

𝒚
. 𝒚𝑑𝑥 = 0  →    

1

𝑦
𝑑𝑦 − cos 𝑥 𝑑𝑥 = 0 

Her terimin integrali alındığında, 

∫
1

𝑦
𝑑𝑦 − ∫ cos 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐶 

bulunur. Sonuç olarak genel çözüm aşağıdaki gibidir. 

𝐥𝐧 𝒚 − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝑪 

 

2.2. Değişkenlerine Ayrılabilir Hale Getirilebilen Diferansiyel Denklemler 

𝒚′ = 𝒇(𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄) biçimindeki diferansiyel denklemlerde, 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 = 𝒖 dönüşümü yapılarak; 

u bağımlı, x bağımsız değişken olacak biçimde değişkenlerine ayrılabilen bir diferansiyel denklem elde 

edilir. 

 

Örnek: 𝑦′ = (2𝑥 + 𝑦 − 1)2 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: 𝑦′ = (2𝑥 + 𝑦 − 1)2 diferansiyel denkleminde 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 = 𝒖 dönüşümü yaparsak; 

2𝑥 + 𝑦 − 1 = 𝑢 

olur. Şimdi dönüştürdüğümüz u fonksiyonun türevini alırsak; 

2 + 𝑦′ = 𝑢′   →    𝑦′ = 𝑢′ − 2 

şeklinde bir 𝒚′ elde edilir. Bir başka 𝒚′ fonksiyonu da; 

𝑦′ = (2𝑥 + 𝑦 − 1)2   →    𝑦′ = 𝑢2 

olarak soruda verilen denklemden çıkarılır. Daha sonra bulunan iki 𝒚′ fonksiyonu birbirine eşitlenir. 

𝑢′ − 2 = 𝑢2   →    𝑢′ = 𝑢2 + 2 

Elde edilen bu türevi aşağıdaki biçime getirirsek, değişkenlerine ayrılabilir denklem haline gelir. 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑢2 + 2  →    

1

𝑢2 + 2
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

Her terimin integrali alındığında, 

∫
1

𝑢2 + 2
𝑑𝑢 = ∫ 𝑑𝑥   →     

1

√2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑢

√2
= 𝑥 + 𝐶 

bulunur. Şimdi de u yerine 𝟐𝒙 + 𝒚 − 𝟏 koyduğumuzda, genel çözüm aşağıdaki gibi olur. 

𝟏

√𝟐
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏

(𝟐𝒙 + 𝒚 − 𝟏)

√𝟐
= 𝒙 + 𝑪 

 

Örnek: 𝑦′ = (4𝑥 + 𝑦 − 3)2 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 
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Çözüm: 𝑦′ = (4𝑥 + 𝑦 − 3)2 diferansiyel denkleminde 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 = 𝒖 dönüşümü yaparsak; 

4𝑥 + 𝑦 − 3 = 𝑢 

olur. Şimdi dönüştürdüğümüz u fonksiyonun türevini alırsak; 

4 + 𝑦′ = 𝑢′   →    𝑦′ = 𝑢′ − 4 

şeklinde bir 𝒚′ elde edilir. Bir başka 𝒚′ fonksiyonu da; 

𝑦′ = (4𝑥 + 𝑦 − 3)2   →    𝑦′ = 𝑢2 

olarak soruda verilen denklemden çıkarılır. Daha sonra bulunan iki 𝒚′ fonksiyonu birbirine eşitlenir. 

𝑢′ − 4 = 𝑢2   →    𝑢′ = 𝑢2 + 4 

Elde edilen bu türevi aşağıdaki biçime getirirsek, değişkenlerine ayrılabilir diferansiyel denklem haline 

gelir. 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑢2 + 4  →    

1

𝑢2 + 4
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

Her terimin integrali alındığında, 

∫
1

𝑢2 + 4
𝑑𝑢 = ∫ 𝑑𝑥    →     

1

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑢

2
= 𝑥 + 𝐶   →     

1

2
tan−1

𝑢

2
= 𝑥 + 𝐶   →     tan−1

𝑢

2
= 2𝑥 + 2𝐶 

bulunur. C’yi, 2C yerine C olarak yazabiliriz. 

tan−1
𝑢

2
= 2𝑥 + 𝐶 

Açık çözümü elde etmek için, her iki tarafın tan’ı alınırsa; 

tan (tan−1
𝑢

2
) = tan(2𝑥 + 𝐶)    →     

𝑢

2
= tan(2𝑥 + 𝐶)    →     𝑢 = 2tan(2𝑥 + 𝐶) 

bulunur. Şimdi de u yerine 𝟒𝒙 + 𝒚 − 𝟑 koyduğumuzda, genel açık çözüm aşağıdaki gibi olur. 

4𝑥 + 𝑦 − 3 = 2tan(2𝑥 + 𝐶)    →     𝒚(𝒙) = 𝟐𝐭𝐚𝐧(𝟐𝒙 + 𝑪) − 𝟒𝒙 + 𝟑 

 

Örnek: 𝑦′ = tan(𝑥 + 𝑦) − 1 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: 𝑦′ = tan(𝑥 + 𝑦) − 1 diferansiyel denkleminde 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 = 𝒖 dönüşümü yaparsak; 

𝑥 + 𝑦 = 𝑢 

olur. Şimdi dönüştürdüğümüz u fonksiyonun türevini alırsak; 

1 + 𝑦′ = 𝑢′   →    𝑦′ = 𝑢′ − 1 

şeklinde bir 𝒚′ elde edilir. Bir başka 𝒚′ fonksiyonu da; 

𝑦′ = tan(𝑥 + 𝑦) − 1   →    𝑦′ = tan 𝑢 − 1 

olarak soruda verilen denklemden çıkarılır. Daha sonra bulunan iki 𝒚′ fonksiyonu birbirine eşitlenir. 

𝑢′ − 1 = tan 𝑢 − 1  →    𝑢′ = tan 𝑢 
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Elde edilen bu türevi aşağıdaki biçime getirirsek, değişkenlerine ayrılabilir diferansiyel denklem haline 

gelir. 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= tan 𝑢   →    

1

tan 𝑢
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥  →    

cos 𝑢

sin 𝑢
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

Her terimin integrali alındığında, 

∫
cos 𝑢

sin 𝑢
𝑑𝑢 = ∫ 𝑑𝑥   →     ln|sin 𝑢| = 𝑥 + 𝐶 

bulunur. Şimdi de u yerine 𝒙 + 𝒚 koyduğumuzda, genel çözüm aşağıdaki gibi olur. 

𝐥𝐧|𝐬𝐢𝐧(𝒙 + 𝒚)| = 𝒙 + 𝑪 

 

Örnek: 𝑦′ = 2 − √2𝑥 − 𝑦 + 3 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: 𝑦′ = 2 − √2𝑥 − 𝑦 + 3 diferansiyel denkleminde 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 = 𝒖 dönüşümü yaparsak; 

2𝑥 − 𝑦 + 3 = 𝑢 

olur. Şimdi dönüştürdüğümüz u fonksiyonun türevini alırsak; 

2 − 𝑦′ = 𝑢′   →    𝑦′ = 2 − 𝑢′ 

şeklinde bir 𝒚′ elde edilir. Bir başka 𝒚′ fonksiyonu da; 

𝑦′ = 2 − √2𝑥 − 𝑦 + 3   →    𝑦′ = 2 − √𝑢 

olarak soruda verilen denklemden çıkarılır. Daha sonra bulunan iki 𝒚′ fonksiyonu birbirine eşitlenir. 

2 − 𝑢′ = 2 − √𝑢   →    𝑢′ = √𝑢 

Elde edilen bu türevi aşağıdaki biçime getirirsek, değişkenlerine ayrılabilir diferansiyel denklem haline 

gelir. 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= √𝑢    →    

1

√𝑢
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

Her terimin integrali alındığında, 

∫
1

√𝑢
𝑑𝑢 = ∫ 𝑑𝑥   →     2√𝑢 = 𝑥 + 𝐶 

bulunur. Şimdi de u yerine 𝟐𝒙 − 𝒚 + 𝟑 koyduğumuzda, genel çözüm aşağıdaki gibi olur. 

𝟐√𝟐𝒙 − 𝒚 + 𝟑 = 𝒙 + 𝑪 
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2.3. Homojen Diferansiyel Denklemler 

Tanım (Homojen Fonksiyon): Bir 𝒇(𝒙, 𝒚) fonksiyonunda; eğer x yerine xt, y yerine yt yazıldığında, 

𝒇(𝒙𝒕, 𝒚𝒕) = 𝒕𝒏. 𝒇(𝒙, 𝒚), 𝒕 > 𝟎 iken, 

oluyorsa, fonksiyona “n. dereceden homojendir.” denir. Eğer P ve Q aynı dereceden homojen ise P / Q 

sıfırıncı dereceden homojendir. Gerçekten, 

𝑃(𝒙𝒕, 𝒚𝒕)

𝑄(𝒙𝒕, 𝒚𝒕)
=

𝒕𝒏𝑃(𝒙, 𝒚)

𝒕𝒏𝑄(𝒙, 𝒚)
=

𝑃(𝒙, 𝒚)

𝑄(𝒙, 𝒚)
 

şeklindedir.  

Örnek: 𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥3 + 𝑦3 fonksiyonunun homojenlik derecesini bulunuz. 

Çözüm: 𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥3 + 𝑦3 fonksiyonunda x yerine xt, y yerine yt yazalım. 

𝑓(𝑥𝑡, 𝑦𝑡) = √(𝑥𝑡)3 + (𝑦𝑡)3 = √𝑥3𝑡3 + 𝑦3𝑡3 = √𝑡3(𝑥3 + 𝑦3) = 𝑡
3
2√𝑥3 + 𝑦3 

Görüldüğü üzere; 

𝒇(𝒙𝒕, 𝒚𝒕) = 𝒕
𝟑
𝟐. 𝒇(𝒙, 𝒚) şartı sağlanmıştır. Yani bu fonksiyon 

𝟑

𝟐
. 𝒅𝒆𝒓𝒆𝒄𝒆𝒅𝒆𝒏 𝒉𝒐𝒎𝒐𝒋𝒆𝒏𝒅𝒊𝒓. 

 

NOT: Birçok durumda fonksiyon homojenliği, her bir terimin toplam derecesinden de fark 

edilebilir. Homojen fonksiyonlarda her bir terimin toplam derecesi aynı olmalıdır. 

 

Örnek: 𝑓(𝑥, 𝑦) = 5𝑥2𝑦 − 4𝑦3 − 8𝑥𝑦2 fonksiyonunun homojenlik derecesini bulunuz. 

Çözüm: 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝟓𝒙𝟐𝒚 − 4𝑦3 − 8𝑥𝑦2 fonksiyonunda her üç teriminde toplam derecesi aynı ve 3’tür. 

Bu yüzden; bu fonksiyon 3. dereceden homojendir. 

 

Örnek: 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 + 5𝑥2 fonksiyonunun homojenlik derecesini bulunuz. 

Çözüm: 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝒙𝟐𝒚 + 5𝑥2 fonksiyonunda terimlerin toplam dereceleri farklı olduğu için, bu 

fonksiyon homojen değildir. 

 

Tanım (Homojen Diferansiyel Denklem): 𝑀(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙 + 𝑵(𝒙, 𝒚)𝒅𝒚 = 𝟎 diferansiyel denkleminde, 

eğer 𝑀(𝒙, 𝒚) ve 𝑁(𝒙, 𝒚) fonksiyonlarının her ikisi de aynı dereceden homojen iseler veya denklem türev 

formunda, 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑔 (

𝑦

𝑥
) (𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑔 (

𝑥

𝑦
)) 

biçiminde ifade edilebiliyorsa, “Diferansiyel denklem homojendir.” denir. 

Teorem: 𝑀(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙 + 𝑵(𝒙, 𝒚)𝒅𝒚 = 𝟎 diferansiyel denklemi homojen ise, 𝒚 = 𝒖. 𝒙 değişken değişimi 

ile değişkenlerine ayrılabilir bir diferansiyel denkleme dönüştürülebilir ve bu şekilde çözülebilir. 
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Ö𝐫𝐧𝐞𝐤: 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

3𝑦2 − 𝑥2

2𝑥𝑦
 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: Öncelikle diferansiyel denklemin homojenliğini inceleyelim. 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
3𝑦2 − 𝑥2

2𝑥𝑦
 iken; 

𝑓(𝑥𝑡, 𝑦𝑡) =
3(𝑦𝑡)2 − (𝑥𝑡)2

2𝑥𝑡𝑦𝑡
=

3𝑦2𝑡2 − 𝑥2𝑡2

2𝑥𝑦𝑡2
=

𝒕𝟐(3𝑦2 − 𝑥2)

𝒕𝟐(2𝑥𝑦)
=

3𝑦2 − 𝑥2

2𝑥𝑦
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

şartı sağlandığı için, denklem homojendir. O halde; 𝒚 = 𝒖. 𝒙 değişken değişimi ile değişkenlerine 

ayrılabilir bir diferansiyel denkleme dönüştürmeye başlayalım ve diferansiyel denklemin genel 

çözümünü elde edelim. 

𝒚 = 𝒖. 𝒙 denkleminin diferansiyelini alırsak,  𝒚′ = 𝒖′. 𝒙 + 𝒖 denklemi elde edilir. 

Ayrıca soruda verilen denklemde de y’lerin yerine u.x dönüşümü yaparsak; 

𝒚′ =
𝟑(𝒖𝒙)𝟐 − 𝒙𝟐

𝟐𝒙𝒖𝒙
 

başka bir 𝒚′ değeri elde edilir. Bulunan iki 𝒚′ değeri eşitlendiğinde; 

𝑢′. 𝑥 + 𝑢 =
3(𝑢𝑥)2 − 𝑥2

2𝑥𝑢𝑥
   →    𝑢′. 𝑥 + 𝑢 =

3𝑢2𝑥2 − 𝑥2

2𝑢𝑥2
=

𝒙𝟐(3𝑢2 − 1)

2𝑢𝒙𝟐
 

 

𝑢′. 𝑥 =
3𝑢2 − 1

2𝑢
− 𝑢   →     𝑢′. 𝑥 =

𝑢2 − 1

2𝑢
 

elde edilir. Bulunan diferansiyel denklem aşağıdaki gibi de gösterilebilir. 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
. 𝑥 =

𝑢2 − 1

2𝑢
 

Aynı tür değişkenleri bir araya getirerek, denklemi değişkenlerine ayrılabilir bir diferansiyel denklem 

haline getirelim. 

2𝑢

𝑢2 − 1
. 𝑑𝑢 =

1

𝑥
𝑑𝑥 

Şimdi her tarafın integrali alınırsa; 

∫
2𝑢

𝑢2 − 1
𝑑𝑢 = ∫

1

𝑥
𝑑𝑥 

ln|𝑢2 − 1| = ln|𝑥| + ln|𝑐|    →       ln|𝑢2 − 1| = ln|𝑥. 𝑐|     →       𝑢2 − 1 = 𝐶. 𝑥 

Son olarak, u yerine y/x yazarsak, genel çözümü elde ederiz. 

𝑦2

𝑥2
− 1 = 𝐶. 𝑥   →     

𝑦2 − 𝑥2

𝑥2
= 𝐶. 𝑥   →     𝒚𝟐 − 𝒙𝟐 = 𝑪. 𝒙𝟑 
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Örnek: 𝑥𝑦′ − 𝑦 = 𝑥𝑒
𝑦

𝑥⁄  diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: Öncelikle diferansiyel denklemi düzenleyip homojenliğini inceleyelim. 

𝑥𝑦′ − 𝑦 = 𝑥𝑒
𝑦

𝑥⁄    →    𝑦′ =
𝑥𝑒

𝑦
𝑥⁄ + 𝑦

𝑥
=

𝒙𝑒
𝑦

𝑥⁄

𝒙
+

𝑦

𝑥
   →    𝑦′ = 𝑒

𝑦
𝑥⁄ +

𝑦

𝑥
 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒
𝑦

𝑥⁄ +
𝑦

𝑥
 iken; 

𝑓(𝑥𝑡, 𝑦𝑡) = 𝑒
𝑦𝒕

𝑥𝒕⁄ +
𝑦𝒕

𝑥𝒕
= 𝑒

𝑦
𝑥⁄ +

𝑦

𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

şartı sağlandığı için, denklem homojendir. O halde; 𝒚 = 𝒖. 𝒙 değişken değişimi ile değişkenlerine 

ayrılabilir bir diferansiyel denkleme dönüştürmeye başlayalım ve diferansiyel denklemin genel 

çözümünü elde edelim. 

𝒚 = 𝒖. 𝒙 denkleminin diferansiyelini alırsak,  𝒚′ = 𝒖′. 𝒙 + 𝒖 denklemi elde edilir. 

Ayrıca soruda verilen ve düzenlediğimiz denklemde de y’lerin yerine u.x dönüşümü yaparsak; 

𝑦′ = 𝑒
𝑢𝒙

𝒙⁄ +
𝑢𝒙

𝒙
   →     𝒚′ = 𝒆𝒖 + 𝒖 

başka bir 𝒚′ değeri elde edilir. Bulunan iki 𝒚′ değeri eşitlendiğinde; 

𝑢′. 𝑥 + 𝒖 = 𝑒𝑢 + 𝒖   →    𝑢′. 𝑥 = 𝑒𝑢 

elde edilir. Bulunan diferansiyel denklem aşağıdaki gibi de gösterilebilir. 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
. 𝑥 = 𝑒𝑢 

Aynı tür değişkenleri bir araya getirerek, denklemi değişkenlerine ayrılabilir bir diferansiyel denklem 

haline getirelim. 

𝑒−𝑢𝑑𝑢 =
1

𝑥
𝑑𝑥 

Şimdi her tarafın integrali alınırsa; 

∫ 𝑒−𝑢𝑑𝑢 = ∫
1

𝑥
𝑑𝑥    →    𝑒−𝑢 = ln|𝑥| + 𝐶 

Son olarak, u yerine y/x yazarsak, genel çözümü elde ederiz. 

𝒆
−𝒚

𝒙⁄ = 𝐥𝐧 𝒙 + 𝑪 

 

2.4. (𝒂𝟏𝒙 + 𝒃𝟏𝒚 + 𝒄𝟏)𝒅𝒙 + (𝒂𝟐𝒙 + 𝒃𝟐𝒚 + 𝒄𝟐)𝒅𝒚 = 𝟎  Diferansiyel Denklemi 

Bazı diferansiyel denklemler, özel dönüşümlerle, değişkenlerine ayrılabilir diferansiyel denklem haline 

gelebilir. Bu denklemlerden bir tanesi, 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 (

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1

𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2
) (𝒂𝟏, 𝒂𝟐, 𝒃𝟏, 𝒃𝟐, 𝒄𝟏, 𝒄𝟐 𝒔𝒃𝒕. ) 
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biçimindedir. 𝒄𝟏 = 𝒄𝟐 = 𝟎 ise, bu denklem homojendir. Eğer bu sabitlerden en az biri 0’dan farklıysa, 

çözüm şu üç durumda incelenir. 

 I. Durum  

𝑎1

𝑎2
=

𝑏1

𝑏2
=

𝑐1

𝑐2
= 𝜆  (𝝀 𝒔𝒃𝒕. ) ise, denklem 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒇(𝝀) olur. 

Her iki tarafın integrali alınırsa, 

𝒚 = 𝒙. 𝒇(𝝀) + 𝑪 

bulunur. 

 

 II. Durum  

𝑎1

𝑎2
=

𝑏1

𝑏2
≠

𝑐1

𝑐2
 ise, denklem 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒇(𝒂𝟏𝒙 + 𝒃𝟏𝒚) 

biçiminde olur ve bu denklem 𝒂𝟏𝒙 + 𝒃𝟏𝒚 = 𝒖 biçimine dönüştürüp değişkenlerine 

ayrılabilir hale gelebilir. 

 

 III. Durum  

Eğer 
𝑎1

𝑎2
≠

𝑏1

𝑏2
 ise,

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1 = 0,

𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2 = 0,
 

denklem sisteminin ortak çözümü (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) olmak üzere; 

𝑥 = 𝑋 + 𝑥0,

𝑦 = 𝑌 + 𝑦0,
 

dönüşümüyle denklem homojen hale gelir. Daha sonra homojen diferansiyel denklem 

çözülür. 

 

Örnek: (2𝑥 − 3𝑦 + 4)𝑑𝑥 + (3𝑥 − 2𝑦 + 1)𝑑𝑦 = 0 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: Öncelikle diferansiyel denklemi inceleyelim. 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

−2𝑥 + 3𝑦 − 4

3𝑥 − 2𝑦 + 1
 denklemine bakıldığında,

𝑎1

𝑎2
≠

𝑏1

𝑏2
, yani −

2

3
≠ −

3

2
 

olduğu görülüyor. Yani bu III. duruma denk gelen bir homojen hale indirgenebilir diferansiyel 

denklemdir. 

𝒙𝟎, 𝒚𝟎 değerlerini bulmak için; 

𝟑/ −2𝑥 + 3𝑦 − 4 = 0,

𝟐/     3𝑥 − 2𝑦 + 1 = 0,
 

taraf tarafa toplama işlemi yapılırsa 𝒙𝟎 = 𝟏, 𝒚𝟎 = 𝟐 bulunur. 

𝑥 = 𝑋 + 𝑥0,

𝑦 = 𝑌 + 𝑦0,
 dönüşümü yaparsak,

𝑥 = 𝑋 + 1,

𝑦 = 𝑌 + 2,
 bulunur. 
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Şimdi de sorudaki denklemde x yerine X + 1, y yerine ise Y + 1 yazalım ve denklemin artık homojen 

diferansiyel denklem haline geldiğini görelim. 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

−2𝑥 + 3𝑦 − 4

3𝑥 − 2𝑦 + 1
=

𝑑𝑌

𝑑𝑋
=

−2(𝑋 + 1) + 3(𝑌 + 2) − 4

3(𝑋 + 1) − 2(𝑌 + 2) + 1
=

−2𝑋 + 3𝑌

3𝑋 − 2𝑌
  →    

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

−𝟐𝑿 + 𝟑𝒀

𝟑𝑿 − 𝟐𝒀
 

Homojen olmayan diferansiyel denklemi homojen hale getirdiğimize göre, artık diferansiyel denklemi 

homojen diferansiyel denklem çözme yöntemi ile çözebiliriz. 

O halde; 𝒀 = 𝒖. 𝑿 değişken değişimi ile diferansiyel denklemi, değişkenlerine ayrılabilir bir diferansiyel 

denkleme dönüştürmeye başlayalım ve diferansiyel denklemin genel çözümünü elde edelim. 

𝒀 = 𝒖. 𝑿 denkleminin diferansiyelini alırsak,  𝒀′ = 𝒖′. 𝑿 + 𝒖 denklemi elde edilir. 

Ayrıca homojen denkleme dönüştürdüğümüz denklemde de Y’lerin yerine u.X dönüşümü yaparsak; 

𝑌′ =
−2𝑋 + 3𝑢𝑋

3𝑋 − 2𝑢𝑋
=

𝑿(3𝑢 − 2)

𝑿(3 − 2𝑢)
   →     𝒀′ =

𝟑𝒖 − 𝟐

𝟑 − 𝟐𝒖
 

başka bir 𝒀′ değeri elde edilir. Bulunan iki 𝒀′ değeri eşitlendiğinde; 

𝑢′. 𝑋 + 𝑢 =
3𝑢 − 2

3 − 2𝑢
   →    𝑢′. 𝑋 =

3𝑢 − 2

3 − 2𝑢
− 𝑢 =

2𝑢2 − 2

3 − 2𝑢
   →    𝒖′. 𝑿 =

𝟐𝒖𝟐 − 𝟐

𝟑 − 𝟐𝒖
 

elde edilir. Bulunan diferansiyel denklem aşağıdaki gibi de gösterilebilir. 

𝑑𝑢

𝑑𝑋
. 𝑋 =

2𝑢2 − 2

3 − 2𝑢
 

Aynı tür değişkenleri bir araya getirerek, denklemi değişkenlerine ayrılabilir bir diferansiyel denklem 

haline getirelim. 

3 − 2𝑢

2𝑢2 − 2
𝑑𝑢 =

1

𝑋
𝑑𝑋  →    

2𝑢 − 3

2𝑢2 − 2
𝑑𝑢 +

1

𝑋
𝑑𝑋 = 0 

Şimdi integrali alabilmek için çarpanlarına ayıralım. 

2𝑢 − 3

2(𝑢2 − 1)
=

1

2
(

𝐴

𝑢 − 1
+

𝐵

𝑢 + 1
)    →     𝐴(𝑢 + 1) + 𝐵(𝑢 − 1) = 2𝑢 − 3 

𝐴(𝑢 + 1) + 𝐵(𝑢 − 1) = 2𝑢 − 3 

𝐴𝑢 + 𝐴 + 𝐵𝑢 − 𝐵 = 2𝑢 − 3 

𝑢(𝐴 + 𝐵) + 𝐴 − 𝐵 = 2𝑢 − 3 

𝐴 + 𝐵 = 2, 𝐴 − 𝐵 = −3 

𝑨 = −
𝟏

𝟐
, 𝑩 =

𝟓

𝟐
 

Şimdi denklemi oluşturursak; 

1

2
(−

1

2(𝑢 − 1)
+

5

2(𝑢 + 1)
) 𝑑𝑢 +

1

𝑋
𝑑𝑋 = 0 

ifadesi elde edilir. Şimdi her tarafın integrali alınırsa; 
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∫
1

2
(−

1

2(𝑢 − 1)
+

5

2(𝑢 + 1)
) 𝑑𝑢 + ∫

1

𝑋
𝑑𝑋 = 𝐶 

−
1

4
ln(𝑢 − 1) +

5

4
ln(𝑢 + 1) + ln 𝑋 =

1

4
ln 𝐶 

Her terimi 4 ile çarpalım ki paydalar yok olsun. 

− ln(𝑢 − 1) + 5 ln(𝑢 + 1) + 4 ln 𝑋 = ln 𝐶 

ln’li ifadelerin başındaki katsayıları kuvvet olarak kullanalım ve ln’leri yok edip ifadeyi düzenleyelim. 

ln(𝑢 − 1)−1 + ln(𝑢 + 1)5 + ln 𝑋4 = ln 𝐶 

(𝑢 − 1)−1. (𝑢 + 1)5. 𝑋4 = 𝐶    →      
(𝒖 + 𝟏)𝟓

𝒖 − 𝟏
. 𝑿𝟒 = 𝑪 

bulunur. Şimdi de, u yerine Y/X yazıyoruz. 

(
𝑌
𝑋 + 1)

5

𝑌
𝑋 − 1

. 𝑋4 = 𝐶   →     
(

𝑋 + 𝑌
𝑋 )

5

𝑌 − 𝑋
𝑋

. 𝑋4 = 𝐶   →     
(𝑋 + 𝑌)5

𝑿𝟓
.

𝑿

𝑌 − 𝑋
. 𝑿𝟒 = 𝐶   →     

(𝑿 + 𝒀)𝟓

𝒀 − 𝑿
= 𝑪 

Son olarak X yerine x-1, Y yerine ise y-2 yazarsak, genel çözümü elde ederiz. 

(𝑋 + 𝑌)5

𝑌 − 𝑋
= 𝐶   →     

(𝑥 − 1 + 𝑦 − 2)5

𝑦 − 2 − (𝑥 − 1)
= 𝐶   →     

(𝒙 + 𝒚 − 𝟑)𝟓

𝒚 − 𝒙 − 𝟏
= 𝑪 

 

Örnek: (2𝑦 − 4𝑥 − 1)𝑑𝑥 − (𝑦 − 2𝑥 + 1)𝑑𝑦 = 0 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: Öncelikle diferansiyel denklemi inceleyelim. 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝑦 − 4𝑥 − 1

𝑦 − 2𝑥 + 1
 denklemine bakıldığında,

𝑎1

𝑎2
=

𝑏1

𝑏2
≠

𝑐1

𝑐2
, yani 

2

1
=

−4

−2
≠

−1

1
 

olduğu görülüyor. Yani bu II. duruma denk gelen bir homojen hale indirgenebilir diferansiyel 

denklemdir. O halde; bu denklem 𝒂𝟏𝒙 + 𝒃𝟏𝒚 = 𝒖 biçimine dönüştürüp değişkenlerine ayrılabilir hale 

gelebilir. Denklemi, 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2(𝑦 − 2𝑥) − 1

𝑦 − 2𝑥 + 1
 

biçiminde yazalım. Ardından  𝒂𝟏𝒙 + 𝒃𝟏𝒚 = 𝒖 dönüşümü yaparsak; 

−2𝑥 + 𝑦 = 𝑢 

olur. Şimdi dönüştürdüğümüz u fonksiyonun türevini alırsak; 

−2 + 𝑦′ = 𝑢′   →    𝑦′ = 𝑢′ + 2 

şeklinde bir 𝒚′ elde edilir. Bir başka 𝒚′ fonksiyonu da; 

𝑦′ =
2(𝑦 − 2𝑥) − 1

𝑦 − 2𝑥 + 1
  →    𝑦′ =

2𝑢 − 1

𝑢 + 1
 

olarak soruda verilen denklemden çıkarılır. Daha sonra bulunan iki 𝒚′ fonksiyonu birbirine eşitlenir. 
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𝑢′ + 2 =
2𝑢 − 1

𝑢 + 1
  →    𝑢′ =

2𝑢 − 1

𝑢 + 1
− 2  →    𝑢′ = −

3

𝑢 + 1
 

Elde edilen bu türevi aşağıdaki biçime getirirsek, değişkenlerine ayrılabilir diferansiyel denklem haline 

gelir. 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= −

3

𝑢 + 1
  →    (𝑢 + 1) 𝑑𝑢 = −3 𝑑𝑥  →    (𝑢 + 1) 𝑑𝑢 + 3 𝑑𝑥 = 0 

Her terimin integrali alındığında, 

∫(𝑢 + 1) 𝑑𝑢 + ∫ 3 𝑑𝑥 = 0   →     
𝑢2

2
+ 𝑢 + 3𝑥 = 𝐶   →     𝑢2 + 2𝑢 + 6𝑥 = 2𝐶 

bulunur. Şimdi de u yerine −𝟐𝒙 + 𝒚 koyduğumuzda, genel çözüm aşağıdaki gibi olur. 

(−2𝑥 + 𝑦)2 + 2(−2𝑥 + 𝑦) + 6𝑥 = 2𝐶 

𝑦2 − 4𝑥𝑦 + 4𝑥2 − 4𝑥 + 2𝑦 + 6𝑥 = 2𝐶 

𝒚𝟐 − 𝟒𝒙𝒚 + 𝟒𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟐𝒚 = 𝟐𝑪 

 

Örnek: (𝑥 − 2𝑦 + 4)𝑑𝑥 + (2𝑥 − 𝑦 + 2)𝑑𝑦 = 0 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: Öncelikle diferansiyel denklemi inceleyelim. 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

−𝑥 + 2𝑦 − 4

2𝑥 − 𝑦 + 2
 denklemine bakıldığında,

𝑎1

𝑎2
≠

𝑏1

𝑏2
, yani −

1

2
≠ −

2

1
 

olduğu görülüyor. Yani bu III. duruma denk gelen bir homojen hale indirgenebilir diferansiyel 

denklemdir. 

𝒙𝟎, 𝒚𝟎 değerlerini bulmak için; 

𝟐/  −𝑥 + 2𝑦 − 4 = 0,

          2𝑥 − 𝑦 + 2 = 0,
 

taraf tarafa toplama işlemi yapılırsa 𝒙𝟎 = 𝟎, 𝒚𝟎 = 𝟐 bulunur. 

𝑥 = 𝑋 + 𝑥0,

𝑦 = 𝑌 + 𝑦0,
 dönüşümü yaparsak,

𝑥 = 𝑋,

𝑦 = 𝑌 + 2,
 bulunur. 

Şimdi de sorudaki denklemde x yerine X, y yerine ise Y + 2 yazalım ve denklemin artık homojen 

diferansiyel denklem haline geldiğini görelim. 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

−𝑥 + 2𝑦 − 4

2𝑥 − 𝑦 + 2
=

𝑑𝑌

𝑑𝑋
=

−(𝑋) + 2(𝑌 + 2) − 4

2(𝑋) − (𝑌 + 2) + 2
=

−𝑋 + 2𝑌

2𝑋 − 𝑌
  →    

𝒅𝒀

𝒅𝑿
=

−𝑿 + 𝟐𝒀

𝟐𝑿 − 𝒀
 

Homojen olmayan diferansiyel denklemi homojen hale getirdiğimize göre, artık diferansiyel denklemi 

homojen diferansiyel denklem çözme yöntemi ile çözebiliriz. 

O halde; 𝒀 = 𝒖. 𝑿 değişken değişimi ile diferansiyel denklemi, değişkenlerine ayrılabilir bir diferansiyel 

denkleme dönüştürmeye başlayalım ve diferansiyel denklemin genel çözümünü elde edelim. 

𝒀 = 𝒖. 𝑿 denkleminin diferansiyelini alırsak,  𝒀′ = 𝒖′. 𝑿 + 𝒖 denklemi elde edilir. 

Ayrıca homojen denkleme dönüştürdüğümüz denklemde de Y’lerin yerine u.X dönüşümü yaparsak; 
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𝑌′ =
−𝑋 + 2𝑢𝑋

2𝑋 − 𝑢𝑋
=

𝑿(2𝑢 − 1)

𝑿(2 − 𝑢)
   →     𝒀′ =

𝟐𝒖 − 𝟏

𝟐 − 𝒖
 

başka bir 𝒀′ değeri elde edilir. Bulunan iki 𝒀′ değeri eşitlendiğinde; 

𝑢′. 𝑋 + 𝑢 =
2𝑢 − 1

2 − 𝑢
   →    𝑢′. 𝑋 =

2𝑢 − 1

2 − 𝑢
− 𝑢 =

𝑢2 − 1

2 − 𝑢
   →    𝒖′. 𝑿 =

𝒖𝟐 − 𝟏

𝟐 − 𝒖
 

elde edilir. Bulunan diferansiyel denklem aşağıdaki gibi de gösterilebilir. 

𝑑𝑢

𝑑𝑋
. 𝑋 =

𝑢2 − 1

2 − 𝑢
 

Aynı tür değişkenleri bir araya getirerek, denklemi değişkenlerine ayrılabilir bir diferansiyel denklem 

haline getirelim. 

2 − 𝑢

𝑢2 − 1
𝑑𝑢 =

1

𝑋
𝑑𝑋  →    

1

𝑋
𝑑𝑋 +

𝑢 − 2

𝑢2 − 1
𝑑𝑢 = 0 

Şimdi integrali alabilmek için çarpanlarına ayıralım. 

𝑢 − 2

𝑢2 − 1
=

𝐴

𝑢 − 1
+

𝐵

𝑢 + 1
   →     𝐴(𝑢 + 1) + 𝐵(𝑢 − 1) = 𝑢 − 2 

𝐴(𝑢 + 1) + 𝐵(𝑢 − 1) = 𝑢 − 2 

𝐴𝑢 + 𝐴 + 𝐵𝑢 − 𝐵 = 𝑢 − 2 

𝑢(𝐴 + 𝐵) + 𝐴 − 𝐵 = 𝑢 − 2 

𝐴 + 𝐵 = 1, 𝐴 − 𝐵 = −2 

𝑨 = −
𝟏

𝟐
, 𝑩 =

𝟑

𝟐
 

Şimdi denklemi oluşturursak; 

(−
1

2(𝑢 − 1)
+

3

2(𝑢 + 1)
) 𝑑𝑢 +

1

𝑋
𝑑𝑋 = 0 

ifadesi elde edilir. Şimdi her tarafın integrali alınırsa; 

∫ (−
1

2(𝑢 − 1)
+

3

2(𝑢 + 1)
) 𝑑𝑢 + ∫

1

𝑋
𝑑𝑋 = 𝐶 

−
1

2
ln(𝑢 − 1) +

3

2
ln(𝑢 + 1) + ln 𝑋 =

1

2
ln 𝐶 

Her terimi 2 ile çarpalım ki paydalar yok olsun. 

− ln(𝑢 − 1) + 3 ln(𝑢 + 1) + 2 ln 𝑋 = ln 𝐶 

ln’li ifadelerin başındaki katsayıları kuvvet olarak kullanalım ve ln’leri yok edip ifadeyi düzenleyelim. 

ln(𝑢 − 1)−1 + ln(𝑢 + 1)3 + ln 𝑋2 = ln 𝐶 

(𝑢 − 1)−1. (𝑢 + 1)3. 𝑋2 = 𝐶    →      
(𝒖 + 𝟏)𝟑

𝒖 − 𝟏
. 𝑿𝟐 = 𝑪 

bulunur. Şimdi de, u yerine Y/X yazıyoruz. 
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(
𝑌
𝑋 + 1)

3

𝑌
𝑋 − 1

. 𝑋2 = 𝐶   →     
(

𝑋 + 𝑌
𝑋 )

3

𝑌 − 𝑋
𝑋

. 𝑋2 = 𝐶   →     
(𝑋 + 𝑌)3

𝑿𝟑
.

𝑿

𝑌 − 𝑋
. 𝑿𝟐 = 𝐶   →     

(𝑿 + 𝒀)𝟑

𝒀 − 𝑿
= 𝑪 

Son olarak X yerine x, Y yerine ise y-2 yazarsak, genel çözümü elde ederiz. 

(𝑋 + 𝑌)3

𝑌 − 𝑋
= 𝐶   →     

(𝑥 + 𝑦 − 2)3

𝑦 − 2 − (𝑥)
= 𝐶   →     

(𝒙 + 𝒚 − 𝟐)𝟑

𝒚 − 𝒙 − 𝟐
= 𝑪 

 

2.5. Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler 

𝒚 bağımlı, 𝒙 bağımsız değişken olmak üzere; 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥). 𝑦 = 𝑄(𝑥) 

yazılış şeklindeki denklemlere “Birinci Mertebeden Linner Diferansiyel Denklem” denir. Burada P 

ve Q sürekli fonksiyonlardır. Ayrıca 𝑷(𝒙) ve 𝑸(𝒙), bağımsız 𝒙 değişkenine bağlı olan fonksiyonlardır. 

Eğer 𝑸(𝒙) = 𝟎 ise, denklem değişkenlerine ayrılabilir diferansiyel denklem olur ve 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥). 𝑦 = 0 

şeklinde yazılır.  

Lineer bir diferansiyel denklemin çözümünde, eğer denklemin sol yanı iki terimin çarpımının türevi 

şeklinde ifade edilebilirse, sıradan bir işleme dönüşecektir. Bunun için denklemin sol tarafını iki terimin 

çarpımının türevi haline getirebilecek bir çarpanın aranması gerekir. Denklemin her iki yanını 𝝀 

fonksiyonu ile çarpalım. 

𝝀. 𝒚′ + 𝝀. 𝑷(𝒙). 𝒚 = 𝜆. 𝑄(𝑥) 

Kırmızı ile renklendirilmiş olan denklemin sol tarafını iki terimin çarpımının türevi haline, yani 

(𝝀. 𝒚)′ = 𝝀. 𝒚′ + 𝝀′. 𝒚 biçimine çevirmeye çalışalım. Ancak sol tarafın ikinci teriminde 𝑷(𝒙) ifadesi var. 

Biz denklemi öyle bir ifadeyle çarpalım ki 𝑷(𝒙) ifadesi yok olsun. Yani; 

𝜆. 𝑃(𝑥). 𝒚 = 𝜆′. 𝒚    →     𝜆. 𝑃(𝑥) = 𝜆′     →     𝜆. 𝑃(𝑥) =
𝑑𝜆

𝑑𝑥
    →     

𝑑𝜆

𝜆
= 𝑃(𝑥) 𝑑𝑥 

 

∫
𝑑𝜆

𝜆
= ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥    →      ln|𝜆| = ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 

İfadeyi ln den kurtarmak için, her iki tarafı e nin kuvveti haline getirirsek, 

 

𝑒ln|𝜆| = 𝑒∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥    →     𝝀 = 𝒆∫ 𝑷(𝒙)𝒅𝒙 (𝜆 ≠ 0) 
 

elde edilir. Bu fonksiyona integral çarpanı denir. Verilen denklemde her terimi, 

𝜆 = 𝑒∫ 𝑃(𝑥) 𝑑𝑥 

ile çarpalım. O halde; 

𝑦′. 𝜆 + 𝑃(𝑥). 𝑦. 𝜆 = 𝑄(𝑥). 𝜆 

yani açık halde, 

𝑦′. 𝑒∫ 𝑃(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑃(𝑥). 𝑦. 𝑒∫ 𝑃(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑄(𝑥). 𝑒∫ 𝑃(𝑥) 𝑑𝑥 
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elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapılınca denklemin sol tarafı iki terimin çarpımının türevi oldu ve 

artık eşitliğin her iki tarafının integral alınarak, denklemin genel çözümü elde edilebilir. 

(𝑦. 𝜆)′ = 𝑄(𝑥). 𝜆     →      (𝑦. 𝑒∫ 𝑃(𝑥) 𝑑𝑥)′ = 𝑄(𝑥). 𝑒∫ 𝑃(𝑥) 𝑑𝑥 

∫(𝑦. 𝑒∫ 𝑃(𝑥) 𝑑𝑥)′ = ∫ 𝑄(𝑥). 𝑒∫ 𝑃(𝑥) 𝑑𝑥 𝑑𝑥 

𝑦. 𝑒∫ 𝑃(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑄(𝑥). 𝑒∫ 𝑃(𝑥) 𝑑𝑥 𝑑𝑥 

Örnek: 𝑦′ + 2𝑦 = 𝑒−𝑥 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: İlk olarak denklemin lineerliği kontrol edelim. Görüldüğü üzere aranan fonksiyon (y) ve 

türevinin (y´) derecesi 1 olduğu için “lineerdir”.  

O halde çözüme başlayabiliriz. İlk olarak integral çarpanını hesaplayalım. Bunun için, y’nin katsayısı 

olan 𝑷(𝒙) fonksiyonunu bulmamız gereklidir ve  

𝑦′ + 𝑷(𝒙). 𝑦 = 𝑄(𝑥) 

𝑦′ + 𝟐𝑦 = 𝑒−𝑥 

görüldüğü üzere, 𝑷(𝒙) = 𝟐 dir. Artık integral çarpanını hesaplayabiliriz. 

𝜆 = 𝑒∫ 𝑃(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑒∫ 2 𝑑𝑥     →     𝝀 = 𝒆𝟐𝒙 

Şimdi diferansiyel denklemin her terimini 𝒆𝟐𝒙 ile çarpalım. 

𝒆𝟐𝒙. 𝑦′ + 𝒆𝟐𝒙. 2𝑦 = 𝒆𝟐𝒙. 𝑒−𝑥     →     𝒆𝟐𝒙. 𝑦′ + 𝒆𝟐𝒙. 2𝑦 = 𝑒𝑥 

Denklem iki terimin çarpımının türevi formatına geldiğine göre, 

(𝑒2𝑥. 𝑦)′ = 𝑒𝑥 

Şeklinde ifade edilir. Artık her iki tarafın da integrali alınarak türevden kurtarılabilir. 

∫(𝑒2𝑥. 𝑦)
′

= ∫ 𝑒𝑥 𝑑𝑥    →      𝑒2𝑥. 𝑦 = 𝑒𝑥 + 𝐶 

Artık y’yi yalnız bırakmak için tüm terimleri 𝒆𝟐𝒙’e bölelim ve genel çözümü elde edelim. 

𝒆𝟐𝒙. 𝑦

𝒆𝟐𝒙
=

𝑒𝑥

𝑒2𝑥
+

𝐶

𝑒2𝑥
     →      𝒚 = 𝒆−𝒙 + 𝑪. 𝒆−𝟐𝒙 
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2.6. Bernoulli Diferansiyel Denklemi 

Tanım: P(X) ve Q(X) sürekli fonksiyonlar olmak üzere; 

𝑦′ + 𝑃(𝑥). 𝑦 = 𝑄(𝑥). 𝑦𝑛, (𝒚 > 𝟎) 

yazılış şeklindeki denklemlere “Bernoulli Diferansiyel Denklemi” denir. Ancak 𝑛 ≠ 0, 𝑛 ≠ 1 şartlarını 

sağlamalıdır. Çünkü 𝑛 = 0 olursa denklem “birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem”, 𝑛 = 1 

olursa denklem “değişkenlerine ayrılabilir diferansiyel denklem” olur. 

 

Teorem: Bernoulli diferansiyel denkleminin çözülebilmesi için, önce birinci mertebeden lineer 

diferansiyel denklem haline indirgenir ve çözüm yapılır. Yani ifadeyi, 

𝑦′ + 𝑃(𝑥). 𝑦 = 𝑄(𝑥) 

haline getirmeye çalışacağız. 

Lineer hale getirmek için, 𝒖 = 𝒚𝟏−𝒏 dönüşümü yapalım. (Artık u bağımsız, x bağımlı değişken haline 

geldi.) 

𝑢 = 𝑦1−𝑛   →    𝒚 = 𝒖
𝟏

𝟏−𝒏 

𝑦 = 𝑢
1

1−𝑛   →    𝑦′ =
1

1 − 𝑛
. 𝑢

1
1−𝑛

−1. 𝑢′   →    𝒚′ =
𝟏

𝟏 − 𝒏
. 𝒖

𝒏
𝟏−𝒏. 𝒖′ 

Ortaya çıkan bu değerleri verilen denklemde yerine yazarsak; 

𝑦′ + 𝑃(𝑥). 𝑦 = 𝑄(𝑥). 𝑦𝑛 

𝟏

𝟏 − 𝒏
. 𝒖

𝒏
𝟏−𝒏. 𝒖′ + 𝑷(𝒙). 𝒖

𝟏
𝟏−𝒏 = 𝑸(𝒙). (𝒖

𝟏
𝟏−𝒏)𝒏 

şeklini alır. Gerekli düzenlemeler yapılınca, yani denklemi (𝟏 − 𝒏) ile çarpıp, 𝒖
𝒏

𝟏−𝒏 e bölersek ifade, 

𝒖′ + (𝟏 − 𝒏). 𝑷(𝒙). 𝒖 = 𝑸(𝒙) 

şeklinde lineer bir diferansiyel denklem haline gelmiş oldu. Artık buradan sonra çözümü birinci 

mertebeden lineer diferansiyel denklem çözümü ile devam ettirmek gerekir. 
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2.7. Riccati Diferansiyel Denklemi 

Tanım: P(X), Q(X) ve R(X) sürekli fonksiyonlar olmak üzere; 

𝑦′ + 𝑃(𝑥). 𝑦 + 𝑄(𝑥). 𝑦2 = 𝑅(𝑋) 

yazılış şeklindeki denklemlere “Riccati Diferansiyel Denklemi” denir. 

Eğer, 

 𝑸(𝒙) = 𝟎 ise, denklem Linner Diferansiyel Denklemi olur. 

 𝑹(𝒙) = 𝟎 ise, denklem Bernoulli Diferansiyel Denklemi olur. 

 

Teorem: Riccati diferansiyel denkleminin genel çözümünü diğer tipteki denklemler gibi bulmak 

mümkün değildir. Ancak bir özel çözümü belli ise, denklemi Lineer diferansiyel denkleme 

dönüştürerek, genel çözüm bulunabilir. Yani ifadeyi, 

𝑦′ + 𝑃(𝑥). 𝑦 = 𝑄(𝑥) 

haline getirmeye çalışacağız. 

𝑦 = 𝑦1(𝑥) ifadesi, Riccati denkleminin bir özel çözümü olsun. O halde denklem, 

𝒚 = 𝒚𝟏 +
𝟏

𝒖
   ve   𝒚′ = 𝒚𝟏

′ −
𝒖′

𝒖𝟐
 

dönüşümleri ile Linner diferansiyel denkleme, dönüştürülerek çözüm gerçekleştirilir. Lineer denkleme 

dönüşmesi için, bulunan değerler verilen denklemde yerine yazılır. Yani, 

𝑦1
′ −

𝑢′

𝑢2
+ 𝑃(𝑥). (𝑦1 +

1

𝑢
) + 𝑄(𝑥). (𝑦1 +

1

𝑢
)

2

= 𝑅(𝑋) 

haline gelir. Gerekli düzenlemeler yapılınca ifade, 

𝒖′ + 𝑷(𝒙). 𝒖 = 𝑸(𝒙) 

şeklinde lineer bir diferansiyel denklem haline gelmiş oldu. Artık buradan sonra çözümü birinci 

mertebeden lineer diferansiyel denklem çözümü ile devam ettirmek gerekir. 

 



 

44 

 



 

45 

 



 

46 

 



 

47 

 



 

48 

2.8. Tam Diferansiyel Denklemler 

Tanım: f  bir D bölgesinde; birinci kısmi türevleri sürekli, iki reel değişkenli bir fonksiyon olmak üzere; 

∀(𝒙, 𝒚) ∈ 𝑫 için, 

𝑑𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
. 𝑑𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
. 𝑑𝑦 

ifadesine, 𝒇 = 𝒇(𝒙, 𝒚) fonksiyonunun toplam diferansiyeli denir. 

Örneğin; 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3𝑦 + 5𝑥𝑦2 + 8𝑥2 − 9𝑦 fonksiyonunun toplam diferansiyeli, 

𝒅𝒇(𝒙, 𝒚) = (𝟑𝒙𝟐𝒚 + 𝟓𝒚𝟐 + 𝟏𝟔𝒙)𝒅𝒙 + (𝒙𝟑 + 𝟏𝟎𝒙𝒚 − 𝟗)𝒅𝒚 

şeklindedir. Yeşil renkte olan kısım 𝒇(𝒙, 𝒚) fonksiyonunun x’e göre türevi, mavi renkte olan kısım 

𝒇(𝒙, 𝒚) fonksiyonunun y’ye göre türevini ifade eder. 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝑪 ise, 𝒅𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝟎 olur. Yani sabitin x’e göre de türevi, y’ye göre de türevi 0 olacağı için, 

toplam türev de 0 olur. 

 

NOT: 𝝏 işareti kısmi türevi ifade eder. Kısmi türev, çok değişkenli bir işlevin, sadece ilgili 

değişkeni sabit değilken alınan türevdir. 

 

Tanım (Tam Diferansiyel Denklem): Eğer ∀(𝒙, 𝒚) ∈ 𝑫 için, 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 … ∗ 

ifadesi 𝒅𝒇(𝒙, 𝒚) toplam diferansiyeline eşit olacak biçimde iki reel değişkenli bir f fonksiyonu varsa, bu 

ifadeye D bölgesinde bir “tam diferansiyel” denir. Yani, 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 𝑀(𝑥, 𝑦),

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑁(𝑥, 𝑦) 

olacak biçimde bir f fonksiyonu varsa, * ifadesi bir tam diferansiyeldir. Eğer, 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

denkleminin sol tarafı bir tam diferansiyel ise, “denkleme tam diferansiyel denklem” denir. 

 

Tam diferansiyel denklemleri çözebilmek için, öncelikle denklemin tam diferansiyel olup olmadığı 

kontrol edilir. 

Teorem: 𝑴(𝒙, 𝒚) ve 𝑵(𝒙, 𝒚) birinci kısmi türevleri sürekli olsun, 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

diferansiyel denkleminin tam olması için, gerek ve yeter şart; 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

olmalıdır. Yani 𝑴(𝒙, 𝒚)’nin y’ye göre türevi, 𝑵(𝒙, 𝒚)’nin x’e göre türevine eşit olmalıdır. 
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Örnek: 𝑥2𝑦3𝑑𝑥 + 𝑥3𝑦2𝑑𝑦 ifadesi tam diferansiyel midir? 

Çözüm: İfadeyi ele alalım. 

𝒙𝟐𝒚𝟑𝒅𝒙 + 𝒙𝟑𝒚𝟐𝒅𝒚 

𝑴(𝒙, 𝒚) + 𝑵(𝒙, 𝒚) 

Şimdi 𝑴(𝒙, 𝒚)’nin y’ye göre türevi, 𝑵(𝒙, 𝒚)’nin x’e göre türevine eşit mi? İnceleyelim. 

𝝏𝑴

𝝏𝒚
= 3𝑥2𝑦2 =

𝝏𝑵

𝝏𝒙
 

Görüldüğü üzere, ifade tam diferansiyeldir. 

 

Eğer denklem tam diferansiyel ise, çözüm şu şekilde gerçekleşir. Eğer 𝒇(𝒙, 𝒚)’nin 𝒙’e göre türevi, 

𝑴(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙 ise, o zaman 𝑴(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙 ifadesinin integrali alınarak, 𝒇(𝒙, 𝒚)’ye ulaşılabilir. Yani; 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝐶(𝑦) 

şeklindedir. Daha sonra elde edilen 𝒇(𝒙, 𝒚)’nin 𝒚’ye göre türevi alınır, ki bu da zaten 𝑵(𝒙, 𝒚)’ye eşittir.  

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑁(𝑥, 𝑦) 

Buradan 𝑪′(𝒚) ifadesi ortaya çıkar. 𝑪′(𝒚)’nin de integrali alınarak 𝑪(𝒚) elde edilir ve ilk ulaşılan 

denklemde yerine koyularak genel çözüm elde edilir. 

 

Örnek: (2𝑥 + 16𝑥𝑦)𝑑𝑥 + (8𝑥2 − 30𝑦2)𝑑𝑦 = 0 diferansiyel denkleminin genel çözümünü bulunuz. 

Çözüm: Çözüme başlamadan önce denklem tam diferansiyel mi? İnceleyelim. 

𝝏𝑴

𝝏𝒚
= 16𝑥 =

𝝏𝑵

𝝏𝒙
 

Görüldüğü üzere, ifade tam diferansiyeldir. O halde çözüme başlayalım.  

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝑪    →     𝒅𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝟎 dır. 

𝑑𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝟐𝒙 + 𝟏𝟔𝒙𝒚)𝒅𝒙 + (𝟖𝒙𝟐 − 𝟑𝟎𝒚𝟐)𝒅𝒚 = 0 

𝑴(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙 + 𝑵(𝒙, 𝒚)𝒅𝒚 = 0 

𝒇(𝒙, 𝒚)’nin 𝒙’e göre türevi, 𝑴(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙 olduğuna göre, 𝑴(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙 ifadesinin integrali alınarak, 

𝒇(𝒙, 𝒚)’ye ulaşılabilir. Yani; 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝐶(𝑦) = ∫(2𝑥 + 16𝑥𝑦)𝑑𝑥 + 𝐶(𝑦) = 𝐶 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝒙𝟐 + 𝟖𝒙𝟐𝒚 + 𝑪(𝒚) = 𝐶 

bulunur. Daha sonra elde edilen 𝒇(𝒙, 𝒚)’nin 𝒚’ye göre türevi alınır, ki bu da zaten 𝑵(𝒙, 𝒚)𝒅𝒚’ye eşittir.  

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑁(𝑥, 𝑦) 
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𝟖𝒙𝟐 + 𝑪′(𝒚) = 𝟖𝒙𝟐 − 𝟑𝟎𝒚𝟐 

𝑪′(𝒚) = −𝟑𝟎𝒚𝟐 

Görüldüğü üzere 𝑪′(𝒚) ifadesi ortaya çıktı. 𝑪′(𝒚)’nin de integrali alınarak 𝑪(𝒚) elde edilebilir. 

∫ 𝑪′(𝒚) = ∫ −𝟑𝟎𝒚𝟐 𝒅𝒚 

𝑪(𝒚) = −𝟏𝟎𝒚𝟑 + 𝑪𝟏 

 Artık ilk ulaşılan denklemde yerine koyularak genel çözüm elde edilir. 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝒙𝟐 + 𝟖𝒙𝟐𝒚 + 𝑪(𝒚) = 𝐶 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝒙𝟐 + 𝟖𝒙𝟐𝒚 − 𝟏𝟎𝒚𝟑 + 𝑪𝟏 = 𝐶 

𝒙𝟐 + 𝟖𝒙𝟐𝒚 − 𝟏𝟎𝒚𝟑 = 𝐶 − 𝑪𝟏 

𝒙𝟐 + 𝟖𝒙𝟐𝒚 − 𝟏𝟎𝒚𝟑 = 𝑪 
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