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ONSOZ

“Miihendislikte Diferansiyel Denklemler” adi altinda hazirlanan bu kitapta, “Diferansiyel denklem nedir
ve ¢oziimiine neden ihtiya¢ duyulmaktadir?”” sorusuna cevap aranmistir.

Kitaptaki konular, miihendislik, teknoloji ve teknik egitim fakiiltelerinde okutulan “Diferansiyel
Denklemler” dersinin igerigine gore hazirlanmistir. Farkli mithendislik alanlariyla ilgili fiziksel olaylarin
matematiksel modelleme sonucunda nasil diferansiyel denklemlere doniistiikleri ornekler ile
gosterilmistir.

Diferansiyel denklem ve diferansiyel denklem sistemlerinin genel tanimlart verilmis, farkli ¢6ziim
yontemleri izah edilmistir. Miithendislik bilimlerinde ve uygulamalarinda siklikla kullanilan diferansiyel
denklem ve diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimii, uygulamali ornekler ile 6grenilmesi kolay
olacak sekilde kapsamli olarak anlatilmistir.

Diferansiyel denklemleri kavrayabilmek igin, tiirev ve integral konularinin en azindan temel diizeyde
bilinmesi gerekmektedir.
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BOLUM 1: TEMEL KAVRAMLAR

Diferansiyel denklemler konusunda yapilan ilk ¢alismalar, 17. yiizyilin ikinci yarisinda, diferansiyel ve
entegral hesabin kesfinden (ortaya ¢ikmasindan) hemen sonra, Ingiliz matematik¢i Newton (1642-1727)
ve Alman matematikc¢i Leibnitz (1641-1716) ile baslar. Daha sonralari, matematik tarihinde biiyiik isim
yapmis olan, Isvi¢reli matematikcilerden Bernouilli kardeslerin, 18. yiizyilda da, Euler, Clairaut,
Lagrance, Monge, Laplace ile 19. yiizyilda da, Chrystal, Cauchy, Jacobi, Ampere, Darboux, Picart,
Fusch ve Frobenius, diferansiyel denklemler teorisini, bugiinkii ileri seviyeye getiren matematikgilerdir.

Belli tip diferansiyel denklemlerin (her diferansiyel denklemin ¢6ziimii yoktur), belli sartlar altinda bir
coziimlerinin mevcut olmasinin ispati, diferansiyel denklemler teorisinde varlik teoremi konusunu teskil
etmekte olup, bu da, ilk olarak 1820 ile 1830 yillar1 arasinda, Fransiz matematik¢i Cauchy tarafindan
tesis edilmis ve daha sonra gelenler tarafindan gelistirilmistir.

Diferansiyel denklemler analizin klasik bir dalidir. Bilim adamlari ve miihendisler, ¢ogu fiziksel
problemin tarif edilmesinde, bazi anahtar degiskenlerin diger degiskenlere gore olan degisimlerini
incelerler. Genellikle bu degiskenlerdeki ¢ok kiigiik degisimlerin dikkate alinmasi daha genel ve hassas
bir tanimlama saglar.

Degiskenlerin sonsuz kiigiik veya diferansiyel degisimlerinin dikkate alinmasi durumunda, degisim
hizlarmi tiirevlerle ifade etmek suretiyle, fiziksel prensip ve kanunlar i¢in kesin matematiksel
formiilasyonlar saglayan diferansiyel denklemler elde edilir. Bu yiizden diferansiyel denklemler uzun
zamandir doga bilimleri ve miihendislikte karsilagilan ¢ok farkli problemlere basariyla uygulanmaktadir.

Aragtirmalar, diferansiyel denklemlerin yeni uygulamalarini kesfetmeye sadece sayisal bilimlerde degil
ayn1 zamanda biyoloji, istatistik, sosyoloji ve ekonomi gibi alanlarda da devam etmektedirler. Hem
teorik hem de uygulamali diferansiyel denklem arastirmalar1 giinlimiizde ¢ok aktif arastirma konulari
arasinda bulunmaktadir. Bu da gosteriyor ki, diferansiyel denklemler bilimin ayrilmaz bir pargasidir.

Diferansiyel denklemin elde edilmesi; problem hakkinda yeterli bilgi sahibi olmay1, probleme dahil olan
degiskenleri belirleyebilmeyi, uygun basitlestirmeler ve varsayimlar yapabilmeyi, kullanilacak fiziksel
prensip ve kanunlar1 bilmeyi ve de dikkatli bir analiz yapabilmeyi gerektirir.

Matematiksel modelleme; fiziksel problemlerin, matematik diline donistiiriilmesine denir.
Matematiksel modelleme, fizik ve mihendislikte ¢ok biiyiikk 6nem arz etmektedir. Diferansiyel
denklemler de, matematiksel modellemede karsimiza ¢ikmasi nedeni ile 6zel bir dnem tasimaktadir.
Fiziksel olay1 (problemi) daha iyi anlama olanag1 verir.

Matematiksel modelleme yontemi ile problemleri ¢6zmek i¢in, o problemin ait oldugu alanla ilgili temel
kanunlar kullanilarak ¢6ziilmesi gereken problemi karakterize eden parametrelerin (degiskenlerin) ¢cok
kiiciik degerleri (diferansiyelleri) arasinda baglantilar kurulmaya calisilir. Elde edilen bu bagintilar
problemin matematiksel modeli (yazilimi) veya diferansiyel denklemi olacaktir.

Diferansiyel denklemlerin ne amagla kullanildigin1 anlamis olduk. Peki, diferansiyel denklem nedir?
Bagimsiz degiskenleri, bu degiskenlerin fonksiyonlarini ve fonksiyonlarin tiirevlerini iceren bagintiya

diferansiyel denklem denir. Diger bir ifadeyle diferansiyel denklem bir takim fonksiyonlar ile bunlarin
tiirevleri arasindaki iligkiyi temsil eder.



Bagka bir tanima gore; bir diferansiyel denklem (DD), bilinmeyen bir fonksiyonunun tiirevleri, bilinen
nicelikler ve fonksiyonlar arasindaki bir denklemdir.

Cogu fiziksel kanun diferansiyel denklemler kullanilarak ifade edilirler.

Diferansiyel Denklemlerin Genel Tanima:

Nn'inci mertebeden bir diferansiyel denklemin en genel bigimi;

Oy, y®™) =0

olarak tanimlanir. Bu denklemi okursak; y = f(x) fonksiyonu ve onun ¢esitli mertebelerden tiirevlerini
icermektedir.

Diferansiyel denklemleri cebirsel denklemlerden ayiran en Onemli ozellik “fonksiyon tlirevleri”
icermeleridir. Diferansiyel denklemlerin incelenmesi iyi bir matematik altyapis1 gerektirir ve dolayisiyla
diferansiyel denklemlere baglamadan 6nce bagimli ve bagimsiz degisken, siirekli ve siireksiz fonksiyon,
adi ve kismi tiirevler ile integral gibi temel konularin gézden gecirilmesi kesinlikle onerilir.

Diferansiyel denklemleri daha iyi anlamak i¢in bir 6rnek verelim.

y =2x*+y+5
fonksiyonu bir diferansiyel denklemdir. Ciinkii tanimda belirtildigi gibi; denklem, aranan fonksiyon (y),
aranan fonksiyonun tiirevi (y’) ve bagimsiz degisken (X) icermektedir.

Burada y fonksiyonunun baglimli oldugu gériilityor. Yani y, X’e bagl bir fonksiyondur. O halde;

dy
—Z = 2x2
Ix x“+y+5

seklinde de yazilabilir.

Diferansiyel denklemleri ¢dzerken aranan fonksiyon y(x)’dir. Yani y(X)’in tiirevi alindiginda sonug
2x% + y + 5 bulunmus.

Bagimli Degisken — y()@/ Bagimsiz Degisken

Notasyon (Gésterim): Tiirev (') sembolii ile gosterilir. Ornegin; y bilinmeyen bir fonksiyon, ¢ de
bagimsiz degisken ise;

dy d*y

= vey'ise,—
Yoar ¢ dt?

anlamindadir.

Basamak (Mertebe, Order): Bir diferansiyel denklemin basamagi, en yiiksek tiirevin basamagidir.

d*x | dx _ . i enklemininde en viksek tirev. X  vani x tirevidir. B 512 di
_ _—= enkliemininde en vukse urev,—,;-,yanl x urevidlr. basamagl 1.
dt?  dt y dt? y &




dt dt’
Ornekler:

. y' +5y=¢e*
. x%y" +5xy' +4y =x3
. x*y" —5xy=x+5

1

2

3

4. x3y"+(x+ 1)y —y=e*
5 (x+5)*y' +5x*y =e*+4
6

x5y —xy" + (x—2)y' + 2y = x°

Derece (Degree): Bir diferansiyel denklemin derecesi, en yiiksek basamakl tiirevinin kuvvetidir.

NOT: Her diferansiyel denklemin, bir basamagi (mertebesi) vardir, ancak derecesi olmayabilir.
Bir diferansiyel denklemin derecesinin tanimli olabilmesi i¢in, aranan fonksiyon ve tiirevlerinin
polinom* denklem bi¢iminde yazilmasi gerekir. Yani kuvvetlerinin dogal say1 olmas1 gerekir.
Diferansiyel denklemin derecesini belirlemede, bagimsiz degiskenin kuvvetinin bir 6nemi

yoktur.

(*) Polinom Denklem: Matematikte, bir polinom belirli sayida belirsiz degisken ve sabit sayidan olugan
bir ifadedir. Polinom kendi i¢inde toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve negatif olmayan saymin iissiinii alma
islemlerini kullanir. Ornek olarak tek bilinmeyenli bir polinom olan x?> — 4x + 7, ikinci dereceden bir
polinomdur. Diger bir 6rnek olarak, X2 — 4/X + 7x32 bir polinom degildir, ¢iinkii 2. terimi X'i ele alan bir
bolme islemi igermektedir ve 3. terimin kuvveti dogal say1 olmayan bir say1 icermektedir (3/2).

Genel Polinom Tanimi:

x x
— = («t)® denklemininde sadece —, yani x’ tiirevi vardir. Bu nedenle basamag 1 dir.

(1. Basamaktan Diferansiyel Denklem)
(1. Basamaktan Diferansiyel Denklem)
(111. Basamaktan Diferansiyel Denklem)
(1. Basamaktan Diferansiyel Denklem)
(1. Basamaktan Diferansiyel Denklem)

(111. Basamaktan Diferansiyel Denklem)

P(x) = apx™ + ap_1x™ 1+ -+ ajxt + agx®

ya da daha diizgiin bir ifade ile,

n

P(x) = z a;xt

seklinde gosterilebilir.

Ornekler:

dt

dx
dt

i=0

dx\3 dx
(—) + x = sin t denkleminin en ytiksek basamakli tiirevi, P tirevidir. Derecesi ise 3 tir.

dx
— + x2 = 1 denkleminin en yluksek basamakli tiirevi, ar tirevidir. Derecesi ise 1 dir.




2

d2x\®  dx\3 x
— | +|{==] = 3 denkleminin en ytliksek basamakl tiirevi, ——- tiirevidir. Derecesi ise 2 dir.
dt? dt dt?

3

d3x\"  dx° . ) Lodix g .
— | + <—) = 3 denkleminin en yiiksek basamakli tiirevi, —— tiirevidir. Derecesi ise 5 dir.
dt3 dt de3

Ornekler:

1. x(y)*+ 5y =8x (1. Basamak, 4. Derece Diferansiyel Denklem)
2. x%(y'")3 = 5x(y")*y — 8y? = e* (11. Basamak, 3. Derece Diferansiyel Denklem)
3. (x+5)y" —5xy'Iny+ 2y =e** (1. Basamak, Derecesiz Diferansiyel Denklem)
Bu diferansiyel denklemin derecesiz olmasinin nedeni, aranan fonksiyon olan y’nin polinom
denklem kurallarina uygun seklinde yazilmamis olmasidir. Yani, In y bozuyor.
4. y" + e + cos(x+y)=0 (1. Basamak, Derecesiz Diferansiyel Denklem)
Bu diferansiyel denklemin derecesiz olmasimin nedeni de, aranan fonksiyon olan y’nin
polinom kurallarina uygun seklinde yazilmamis olmasidir. Yani e*Y ve cos(x + y) bozuyor.
5. (") +5xy" +e*(y") + ey +xy" + x3y3 + x%y? + xy = e*
(111, Basamak, 2. Derece Diferansiyel Denklem)

Bu diferansiyel denklemin igerisinde de e*’li ifadeler var, ancak bunlar aranan fonksiyon
olan y ile ilgili degil, bagimsiz degisken olan X ile ilgilidir. Yani e* ve cos(x) gibi ifadeler,
hatta polinom kurallar1 geregi dogal sayr olmayan herhangi bir ifade, aranan fonksiyon ile
ilgili olmadig1 zaman bozmaz.

1.1. Diferansiyel Denklemlerde Simiflandirma

Diferansiyel denklemler, inceleme kolayligi bakimindan degisken sayisi, derece, mertebe ve
katsayilarina gore siiflandirilabilir.

1.1.1. Degisken Sayisina Gore Diferansiyel Denklemler
Diferansiyel denklemler degisken sayisina gore;

1. Adi Diferansiyel Denklemler (ya da Normal Diferansiyel Denklemler)
2. Kismi Diferansiyel Denklemler

olmak {izere ikiye ayrilirlar.

1.1.1.1. Adi Diferansiyel Denklemler

Adi diferansiyel denklemler, bilinmeyenleri tek degiskene bagli fonksiyonlarin olusturdugu
denklemlerdir. Cogunlukla, dinamik sistemlerde ve elektrik miithendisliginde karsimiza ¢ikarlar.




Ornegin;
y +5y=x
ya da
yu + x.y' _ 5)’ — e3x

diferansiyel denklemleri, birer adi diferansiyel denklemdir.

1.1.1.2. Kismi Diferansiyel Denklemler

Kismi diferansiyel denklemler ise, bilinmeyen fonksiyonu iki ya da daha fazla bagimsiz degiskene bagli
oldugu denklemlerdir. Ornegin;

Jdu N Ju . 3
x. 3y Yoy =Y —%
ya da

diferansiyel denklemleri, birer kismi diferansiyel denklemdir.

NOT: Bu Kkitapta sadece adi diferansiyel denklemlere odaklanacagiz. Adi diferansiyel
denklemlere kisaca diferansiyel denklem de denir.

1.1.2. Derecesine Gore Diferansiyel Denklemler
Diferansiyel denklemler derecesine gore;

1. Lineer Diferansiyel Denklemler
2. Lineer Olmayan (Non-lineer) Diferansiyel Denklemler

olmak iizere ikiye ayrilirlar.

1.1.2.1. Lineer Diferansiyel Denklemler

Bir diferansiyel denklemde, aranan fonksiyon ve tiim tiirevleri birinci dereceden ise, bu diferansiyel

I, 017

denkleme “lineerdir” denir. Dolayisiyla igerisinde y3, (y'")2, yy',y'y"", sin'y, e” gibi terimler bulunan

denklemler lineer degildir. Bunun yaninda x3,xy",sinx, e~ S"*’ Inx tiiriinden ifadeler icerebilir.
Dolayisiyla;

I. basamaktan en genel lineer denklem; ay(x)y’' + a1 (x)y = f(x)
I1. basamaktan en genel lineer denklem; ao(x)y"” + a,(x)y' + a(x)y = f(x)
n. basamaktan en genel lineer denklem; ag(x)y™ + a; (x)y™" 1 + - + a,, (x)y = f(x)

formunda ifade edilebiliyorsa denkleme “lineerdir” denir, aksi halde “lineer olmayan (non-lineer)” bir
diferansiyel denklem s6z konusudur.




NOT: Tanima gore; “Bir diferansiyel denklem lineer ise, derecesi 1’dir.” denildi. Ancak derecesi
1 olan her denklem “lineerdir” diyemeyiz. Ornegin; y' = 1 + xy?
Ornekler: Asagidaki diferansiyel denklemleri basamak, derece ve lineerlige gore siniflandirmiz.
L (x+5)y"—Q2x+7)y +2y=0
Aranan fonksiyon ve tlirevlerinin dereceleri 1’dir. Bu yiizden lineerdir. Mertebesi 2’dir.
2. (") = (y+2)y —5x=e"
y"de, (y + 2)y’ de 2. derecedendir. Bu yiizden lineer degildir. Mertebesi 2’dir.
3. xy" +5xy"y+4(y)® -8y =cosx
y"y de, (y")3 de 1. dereceden degil. Bu yiizden lineer degildir.
4. y'+y*=x%+1

Denklem 1. derecedendir. Ancak y?, 2.dereceden oldugu i¢in bozuyor. Bu yiizden lineer
degildir.

NOT: Derecesi olmayan diferansiyel denklemin lineerligini kontrol etmenin geregi yoktur.
Ciinkii lineer diferansiyel denklemin bir derecesi olmali ve degeri de 1 olmalidir.

1.1.2.2. Lineer Olmayan (Non-Lineer) Diferansiyel Denklemler

Bir denklem lineer degilse, lineer olmayan (non-lineer) bir diferansiyel denklemdir.

1.1.3. Mertebesine Gore Diferansiyel Denklemler

Diferansiyel denklemler mertebesine gore;
1. |. Mertebeden Diferansiyel Denklemler
2. Yiksek Mertebeden Diferansiyel Denklemler

olmak iizere ikiye ayrilirlar.

1.1.4. Katsayisina Gore Diferansiyel Denklemler

Diferansiyel denklemler derecesine gore;
1. Sabit Katsayili Diferansiyel Denklemler
2. Degisken Katsayili Diferansiyel Denklemler

olmak {izere ikiye ayrilirlar.




1.2. Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

Bilindigi iizere, cebirsel denklemlerin ¢ozlimiinde, denklemi saglayan sayilarin (kdklerin bulunmasi)
istenir. Ornegin, x2 — 7x — 10 = 0 tiiriinden bir denklemi saglayan ayrik degerler, yani kokleri 2 ve 5
tir. Ote yandan bir diferansiyel denklemi ¢dzerken, belirli bir aralikta denklemi saglayan fonksiyonlar
aranir. Boyle bir fonksiyona diferansiyel denklemin ¢ézlimii denir.

Bir problem igin diferansiyel denklemin elde edilmesi (olusturulmasi) genellikle kolaydir. Diger yandan
bu denklemin ¢6ziimiiniin bulunmasi ise genellikle zordur. Bir diferansiyel denklemin ¢6ziimii bazen bir
ya da birkag defa integral alma isleminden ibaret olabilse de bu tiir durumlar genellikle istisnadir. Tim
diferansiyel denklem tiplerine uygulanabilen genel bir ¢6ziim yontemi ne yazik ki mevcut degildir.

Cesitli siniflara ayrilan diferansiyel denklemler i¢in bunlara 6zgii ¢6ziim metotlari gelistirilmistir. Bazen
bir diferansiyel denklemi ¢ézmek birden fazla teknigin beraber kullanilmasinin yani sira bu
tekniklerdeki yeterli bir uzmanlik diizeyi ve hiiner gerektirir. Bazi diferansiyel denklemler sadece ustaca
yapilmis bir takim manipiilasyonlarla ¢oziilebilirken bazilarinin analitik ¢oziimleri imkansiz olabilir.
Dolayistyla bir diferansiyel denklemi ¢6zmek bilimden ziyade bir sanat dal1 gibidir.

Bir diferansiyel denklemi 6zdes olarak saglayan her y = f(x) fonksiyonuna diferansiyel denklemin
¢oziimii veya integrali denir. Bir diferansiyel denklemi ¢ozmek demek, onu integrallamak anlamina
gelir. Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii genel, 6zel ve tekil olmak {izere {i¢ tiirdiir.

n. mertebeden bir diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii, sayica daha asagi diisiiriilemeyen n tane keyfi
integral sabiti igerir. Genel ¢oziimde sozii edilen integral sabitlerine sayisal deger vermek suretiyle ya

da denklem ile birlikte verilen baslangi¢ ve siir sartlarin1 kullanarak o6zel ¢oziim elde edilir.

Bazen bir diferansiyel denklem, genel ¢Oziimdeki keyfi parametrelere bir deger verilerek elde
edilemeyebilir. Boyle ¢oziimlere tekil ¢oziim denir.

Tipki cebirsel denklemlerin ¢oziimiinde oldugu gibi, diferansiyel denklemlerde de, bir ¢oziim
diferansiyel denklemi mutlaka saglar. Eger saglamiyorsa, elde edilen ¢6ziim “hatalidir” demektir.

Tanim: Bir diferansiyel denklemi 6zdes olarak saglayan her y = f(x) fonksiyonuna diferansiyel
denklemin a¢tk ¢oziimii denir. Yani ¢oziim agik bir fonksiyon seklindedir.

Eger bir g(x,y) = 0 bagintis1 bir diferansiyel denklemin ¢oéziimiinii tanimliyorsa buna denklemin
kapall ¢oziimii denir. Yani ¢6ziim kapal1 bir fonksiyon seklindedir.

Ileride diferansiyel denklemleri ¢ozmek i¢in verecegimiz bircok ydntem, her zaman denklemin bir acik
¢Oziimiinii vermez. Genellikle kapali olarak tanimlanan ¢oziimler elde edilir.

1.2.1. Diferansiyel Denklemlerin Genel Coziimii

Denklemin basamagi (mertebesi) kadar keyfi parametre igeren ve denklemi 6zdes olarak saglayan
¢oziime, denklemin “Genel Coziimii” denir.




Ornek: y' = 2x? + 5 diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz.

Bunun ¢dziimii gayet basittir. Integral ile ¢oziilebilir.

d
2x3 2x3
y=T+5x+C - y(x)=T+5x+C

NOT: Integral sabitleri (C) sonsuz sayida sayisal deger icerebilecegi icin, diferansiyel denklemin
bir adet genel ¢6zliimii, sonsuz sayida 6zel ¢6ziimii olur. I. Mertebeden bir diferansiyel denklemin
genel ¢ozlimiinde bir sabit say1 (C1), 1. Mertebeden bir diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiinde
ise iki sabit say1 (Cz1 ve Cz) bulunur.

1.2.2. Diferansiyel Denklemlerin Ozel Céziimii

Bir diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiindeki keyfi parametrelerin 6zel segimiyle, genel ¢oziimden
elde edilen her bir ¢oziime ézel ¢oziim denir.

Sabit ortamlarda diferansiyel denklemlerin verilere gore tipleri;

1. Baglangi¢c Deger Problemleri
2. Sinir Deger Problemleri

olmak tizere ikiye ayrilirlar.

1.2.2.1 Baslangi¢ Deger Problemleri

flx,y.y,y", ..., y™) = 0 diferansiyel denklemi ile birlikte,

y(x0) = ¥0, ¥ (x0) = ¥1, 5" (x0) = Y2, w0, YV (x0) = Y1

seklinde, diferansiyel denklemin basamak sayis1 kadar baslangi¢ sartt da veriliyorsa ve bu sartlar
bagimsiz degiskenin bir tek degeri i¢in verilmisgse (xq), bu durumdaki probleme “Baslangic Deger
Problemi” denir. Genel ¢oziimde ortaya ¢ikan C degeri hesaplanarak, 6zel ¢6ziim bulunmus olur.

Ornek: y' = 2x%2 + 5, y(1) = —3 baslangi¢ deger probleminin ¢dziimiinii bulunuz.
Céoziim: Ilk olarak integral alarak genel ¢6ziimii elde edelim.

d
y'=%=2x2+5 - dy=(2x*+5)dx - y=J(2x2+5)dx

2x3
y(x) = T+ 5x+C




Genel ¢oziimiini bulduktan sonra, y(1) = —3 baslangi¢ kosuluna goére xo9 = 1vey(1l) = -3
degerlerini genel ¢oziimde yerine koyup C sabitini buluyoruz.

2x3 2.13 2 —26
y(x)=T+5x+C 4 y(1)= 3 +51+C - —3=§+5+C - C:T

Simdide genel ¢6ziimde C yerine, buldugumuz degeri koyunca 6zel ¢oziimii elde etmis oluruz.

()_2x3+5 26
YW= Ty

1.2.2.2. Sinir Deger Problemleri

(¥, y", ..., y™) = 0 denklemi ile birlikte,

y(1) = y1,¥' (62) = y2, 9" (x3) = Y3, e, YV (x) = W

sartlar1 veriliyorsa ve bu sartlar bagimsiz degiskenin birden fazla degeri i¢in verilmisse (x;, (1 < i < n)
x;'lerin hepsi ayn1 olmamak sartiyla), bu durumdaki probleme “Sinir Deger Problemi” denir.

Ornek: y" = 12x2 + 6x + 2, y(1) = 6,y(2) = 32 sinir deger probleminin ¢dziimiinii bulunuz.

Coziim: y"' nin iki kez arka arkaya integral alarak y’ ve y degerlerini elde edelim.

fyrr:f(12x2+6x+2)dx -y =4x3+3x*+2x+C4

fy’zf(4x3+3x2+2x+C1)dx > y=x*+x3+x*+Cix+C,

Simdi y = x* + x3 + x* + C,x + C, ifadesinde, y(1) = 6,y(2) = 32 degerlerini yerine koyarak iki
denklem elde edelim.

y(1) = 6 degeriigin; 6 =1*+13+12+C;.1+C, > C,+C,=3
y(2) = 32 degeriigin; 32 =2*+23+22+C.2+C, - 2C,+Cy,=4

Elde edilen €4 + C, =3 ve 2C{ + C, = 4 denklemleri neticesinde €; =1 ve C, = 2 degerleri
bulunur. Bunlar1 y = x* + x3 + x% + C1x + C; genel ¢oziimiinde yerine koyarsak,

y=x*+x3+x2+x+2

elde edilir.

NOT: Bazi kaynaklarda baslangi¢ deger ve sinir deger problemlerine ayni1 zamanda “Couchy
Problemi” de denir.




1.3. Diferansiyel Denklemin Olusturulmasi (Elde Edilmesi)

Diferansiyel denklemler bir¢ok bilim dalinda ortaya ¢ikar. Simdi, bir veya daha fazla keyfi parametre
iceren bir bagintidan, keyfi parametrelerin yok edilmesiyle bir diferansiyel denklemin nasil elde
edilebilecegini gorecegiz. Bu, bize diferansiyel denklemlerin ¢oziimii ile ilgili de bir fikir verecektir.

Omegin, f(x,y,€) =0 bagmtisim1 ele alalm. Diferansiyel denklemin elde edilmesi icin, keyfi
parametre sayisi kadar tiirev alarak c’nin yok edilmesi ile;

gx,y,y')=0

bi¢iminde birinci mertebeden bir diferansiyel denklem elde edilir. Yani, bir bagintiya gore art arda tiirev
almalarla elde edilen bagintilardan ve verilen bagintidan keyfi parametreleri yok ederek diferansiyel
denklem elde edilebilir.

NOT 1: Diferansiyel denklem formunda bir fonksiyonda c gibi keyfi parametreler olamaz. Hedef
keyfi parametreleri yok ederek, diferansiyel denklemi elde etmektir.

NOT 2: Keyfi parametreleri yok ederken, her zaman, elde edilecek diferansiyel denklem en
diisiik mertebeden olacak sekilde olusturulmalidir. Yani kag farkli parametre varsa, en fazla o
kadar tiirev alinmalidir.

Ornek: y = x + C dogru ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz.

Coziim: Diferansiyel denklemin elde edilebilmesi i¢in keyfi parametrelerin yok edilmesi gerekir. Bunun
icin keyfi parametre sayisi kadar tiirev almak gerekir. Bu drnege baktigimizda, sadece bir tane keyfi
parametre (C) vardir. Dolayisiyla bir kez tiirev alarak diferansiyel denklemi olusturabiliriz.

y = x + C fonksiyonunun tiirevini alalim.
y =1

y' = 1, fonksiyonu 1. mertebeden ve 1. dereceden bir diferansiyel denklemdir. Aslinda yaptigimiz sey
keyfi parametre sayis1 kadar tiirev alarak, keyfi parametreleri yok edip ve diferansiyel denklemi elde
etmektir.

Ornek: y = cx parabol ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz.
Coziim:
y = cx fonksiyonunun tiirevini alalim.

y =c

y' = ¢, fonksiyonunu elde ettikten sonra, ¢ yerine y' yazarsak, y = y'. x diferansiyel denklemi elde
edilir.

Ornek: y = ax? + bx + c egri ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz.
Coziim:

y = ax? + bx + ¢ fonksiyonunda ii¢ farkl1 keyfi parametre oldugu icin ii¢ kez tiirevini alalim.




y=ax*+bx+c

y'=2ax+b
y" =2a
yIII — 0

Ornek: y = cx? + c egri ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz.

Coziim: y = cx? + ¢ fonksiyonunun 1. tiirevini alalim.

!

y
=2 > =2
y cx c=3

bulunur. Simdi y = ¢x? + ¢ fonksiyonunda ¢ yerine yukarida elde etti§imiz ¢ degerini yazarsak;
xy' Yy
= — 4 —
2 2x
diferansiyel denklemi elde edilir.

Ornek: x = c;e™ 2t + ¢,e3t bagmtisini diferansiyel denklem haline getiriniz.

Coziim: Bagintida c; ve ¢ sabitlerini yok edelim. Art arda iki kez tiirev alirsak,

dx

i x' = —2c,e7 %t + 3c,e3t (1.1)
d*x

e x'" =4cie”* + 9c,e3t (1.2)

elde edilir. (1.1) ve (1.2) tiirevlerinden c1 Ve Cz sabitlerini ¢cekersek,

(x" —3x") e?t
10

x" —3x"'=10c,e™® > ¢, =

(1.3)

(" +2x") e~ 3t
B 15

x" 4+ 2x" = 15¢,e3t > ¢ (1.4)

esitlikleri bulunur. (1.3) ve (1.4) esitliklerini, ana sorudaki x = c;e ™%t + c,e3! bagmntisinda yerine
koyarsak,

(x" —3x") e?t o2t 4 (x" 4+ 2x") e3¢

3t
10 15 ¢

(x" —3x") N (x" + 2x") B (Bx" —9x" + 2x" + 4x") B 5(x" —x")
10 15 30 30

xll _ xl
X = (6% - x""—x' — 6x = 0 diferansiyel denklemi elde edilmistir.
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Ornek: y = c;e* + c,e** egri ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz.

Coziim:

y = c;e* + c,e* fonksiyonunda iki farkli keyfi parametre oldugu icin iki kez tiirevini alalim.
y =ce* + ce**
y' = cie* + 4cye**
y" = c1e* + 16¢c,e**

Tirevlere bakildiginda, kokleri 1 ve 4 olan iki bilinmeyenli denklem formunda oldugu rahatlikla
goriilebilir. O halde;

(D-1)(D-4)=0 - D>*-5D+4=0
Burada kuvvete gore tiirev belirttigimizde,
y' -5y +4y=0
diferansiyel denklemi elde edilir.

4

Ornek: y = ¢;e3* + c,e™** egri ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz.

Coziim: Bu formdaki sorular kisayoldan ¢6zmek i¢in sadece iki bilinmeyenli denklem gibi oldugunu
gormek yeterlidir. Bu sadece e igeren sorular i¢in uygundur. O halde;

(D-3)(D+4)=0 - D*+D-12=0
Burada kuvvete gore tiirev belirttigimizde,
y'+y —-12y =0

diferansiyel denklemi elde edilir.

Ornek: Merkezi orijin olan gemberin diferansiyel denklemini bulunuz.

Coziim: Bu ornekte diferansiyel denklemi elde edebilmek i¢in, merkezi orijin olan gemberin denklemini
bilmek gerekir.

Merkezi orijin olan gemberin denklemi x? + y? = r? seklindedir.

Bir tane keyfi parametre (r) var, o yiizden bir kez tiirev almak yeterlidir. O halde, X bagimsiz degisken,
y aranan fonksiyon olmak tizere;

2x+2yy' =0 - 2(x+yy)=0
x+yy' =0

diferansiyel denklemi elde edilir.

Ornek: Merkezi y = x dogrusu iizerinde olan ¢ember ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz.

Coziim: Bu ornekte diferansiyel denklemi elde edebilmek i¢in, merkezi y = x dogrusu iizerinde olan
cemberin denklemini bilmek gerekir.

12



Merkezi y = x dogrusu iizerinde olan ¢gemberin denklemi (x — a)? + (y — a)? = r? seklindedir.

Iki tane keyfi parametre (r ve a) var, o yiizden iki kez tiirev almak gereklidir. O halde, X bagimsiz
degisken, y aranan fonksiyon olmak iizere;

1. Tiirev
2x—a)+2(y—a)y'=0
2((x—a) + (y—a)y) =0
x-a)+(y-a)y' =0

2. Tiirev
1+ +O0-ay" =0

Burada a’y1 yalniz birakmak igin;

yll yll

Bulmus oldugumuz a degerini 1. tiirevde yerine koyarsak;
N2 N2
x—<y+1+§+))+<y— (y+1+£+))>y’ =0

diferansiyel denklemi elde edilir.

Ornek: Diizlemde genel ¢cember ailesinin sagladigi en diisiik mertebeden diferansiyel denklemini
bulunuz.

Coziim: Bu ornekte diferansiyel denklemi elde edebilmek icin, diizlemde en genel ¢emberin denklemini
bilmek gerekir.

Diizlemde en genel cemberin denklemi (x — a)? + (y — b)? = r? seklindedir.

Ug tane keyfi parametre (r, a Ve b) var, o yiizden ii¢ kez tiirev almak gereklidir. O halde, X bagimsiz
degisken, y aranan fonksiyon olmak iizere;

1. Tiirev
2x—a)+2(y—-b)y'=0
2(x—a)+(y—b)y)=0
(x—a)+(y—-b)y' =0

2. Tiirev
1+ )+ (@-b)y" =0
Burada y - b’yi yalniz birakmak igin;

1+

y_b: 14
y
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3. Tiirev
zylyll + ylyll + (y _ b)ylll — 0
3y'y"+(y—b)y" =

Bulmus oldugumuz y - b degerini 3. tiirevde yerine koyarsak;

., 1+(y,)2 nr
3y'y —Ty =0

diferansiyel denklemi elde edilir.

NOT: Dikkat edilirse, diferansiyel denklemler olusturulurken (elde edilirken) tiirev alma islemi
gerceklestirilirken, diferansiyel denklemler ¢oziiliirken integrali alinir.

Simdiye kadar diferansiyel denklemlerle ilgili temel kavramlar ve diferansiyel denklemlerin elde
edilmesinden bahsetmis olduk. Artik ¢esitli mertebelerden diferansiyel denklem ¢oziimlerine
gegebiliriz.
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BOLUM 2: BiRINCi MERTEBEDEN VE BIRINCi DERECEDEN
DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Birinci mertebeden ve birinci dereceden bir diferansiyel denklem genel olarak; y bagimli, x bagimsiz
degisken olmak lizere;

fGy,y)=0
bi¢iminde yazilir.
Bu tipteki diferansiyel denklemler ayni zamanda y' = f(x, y) tiirev formlarinda ya da
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
diferansiyel denklem formunda ifade edilebilir.

Bu boliimde birinci mertebeden ve birinci dereceden diferansiyel denklemlerin, bir parametreye bagl
kapali formdaki g(x, y, c) = 0 ve agik formdaki y = f(x, ¢) denklemlerinin genel ¢6ziimiinii elde etme
yontemleri verilecektir.

Yazilis sekillerine gore birinci mertebeden diferansiyel denklemler farkl: tiirlere ayrilmislardir. Her bir
tiir diferansiyel denklemin de ne yazik ki, farkli ¢6ziim yollar1 vardir. Bundan dolay1 verilen diferansiyel
denklemi ¢6zmek icin 6nce onun hangi tiirden oldugunun belirlenmesi, sonra ise o tiir denklemin hangi
yontem ile ¢Oziilmesine karar verilmelidir. Ciinkli bir diferansiyel denklem baska bir diferansiyel
denklemin ¢6ziim yontemi ile ¢oziilmemektedir.

Birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin klasik tipleri; degiskenlerine ayrilabilir, tam ve lineer
diferansiyel denklemlerdir. Bunlarin diginda bazi denklemler, klasik tiplerden birine doniistiiriilebilir.
Homojen, Bernoulli ve Riccati boyle denklemlere drnektir.

Birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin genel ¢oziim ifadelerinde bir adet integral sabiti
bulunmaktadir.

2.1. Degiskenlerine Ayrilabilir Diferansiyel Denklemler

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 bigimindeki bir diferansiyel denklem, f(x)+ g(y)dy = 0 bi¢iminde
i)
9
“degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denklem” denir.

veya tliirev formunda y’' = f(x).g(y) veyay' = olarak yazilabiliyorsa, bdyle denklemlere

Bu diferansiyel denklemler uygun ¢arpanlarla ¢arpilarak ya da goliinerek;
A(x)dx + B(y)dy =0

formunda bir diferansiyel denkleme doniistiiriiliir. Yani X’li ifadeler bir terimde, y’li ifadeler diger
terimde olacak sekilde ayrilir. Daha sonra denklemin her iki tarafinin integrali alinir ve boylece genel
¢oziim kapali fonksiyon olarak;
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fA(x)dx +fB(y)dy =C

f)+g(y)=C

seklinde bulunur. Miimkiin oldugu takdirde kapal1 fonksiyon seklindeki ¢6ziim ifadesi agik fonksiyona
doniistiiriilebilir.

NOT: Bir terimin integralinin alinabilmesi i¢in, yalnizca bir degisken ve bu degiskenin
diferansiyelini igermesi gerekir. Yani degiskenlerine ayrilmis olmasi gerekir. Ornegin; X’lerin bir
tarafa, y’lerin bir tarafa ayrilmig olmasi gerekir.

Ornek: y' = y diferansiyel denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.

Coziim: Diferansiyel denklemi asagidaki bicimde de gosterebiliriz.

Integral alinca;
1 -
f;dy = f dx - Iny=x+C (KapaliCozim)
Acik ¢oziimii elde etmek i¢in, yani y(x) fonksiyonunu bulmak i¢in In den kurtulmak gerekir. Bunun
i¢in;

elny = eXtc x+c

- y=e - yx) =e*.e

e€ de sabit bir sayi oldugu igin, denklemi y(x) = A. e* (A¢tk Coziim) seklinde yazabiliriz.

NOT: Islemi integrali aldiktan sonra dylece birakiyorsak buna kapali ¢dziim, y(x)i yalniz
birakiyorsak buna agik ¢6zliim denir. Bazen kapali ¢oziimlerde y yalniz birakilamayabilir.

Ornek: y' = 2xy? diferansiyel denkleminin ¢dziimiinii y(2) = —1 baslangi¢ kosuluyla bulunuz.

Coziim: Diferansiyel denklemi agsagidaki bicimde de gosterebiliriz.

D 2xy? - idy = 2x dx
dx y?
Integral alinca;
jizdy=j2xdx - —l=Z—xZ+C - —1=x2+C(KapalL(;6ziim)
y y 2 y

Acik ¢oziimii elde etmek i¢in, yani y(x) fonksiyonunu bulmak icin islemler yaparsak;

y(x) =— (Actk Coziim)

x24+C
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elde edilir. Artik y(2) = —1 baslangi¢ kosulunu dikkate alirsak;
2) ! 1 ! C=-3
—_ — — e d —_ = - —— - e —
Y 22+ C 22+ C

degeri bulunur. Simdi bulunan C degerini genel ¢oziimde yerine yazarsak;

1
YO =—m—5 > Y=

3 3 — x?
Ornek: (xy? — 2y?)dx + (x?y — 2x?)dy = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.

Coziim: (xy? — 2y?)dx + (x?>y — 2x?)dy = 0 diferansiyel denklemini ortak carpan parantezine
alirsak;

y2(x — 2)dx + x*(y — 2)dy = 0

denklemi elde edilir. Denkleminin her terimini x2y?’ye bolersek, denklemi degiskenlerine ayrilabilir
bigime doniistiirmiis oluruz.
ya-2  x*0-2)

+ dy =0
x2y2 X x2y2 Y

Elde edilen denklemde sadelestirmeleri yapinca,

—2 —2
(xz)dx+(y2)d
x y

y=0

bulunur. Her terimin integrali alindiginda,

J(x_z)dx+j(y_22)dy=6

x2 y

elde edilir. Denklemin her terimini genisletirsek,

j (1 - > dx + j (1 - )d =C
x x2)™ y y? y=
bulunur. Sonug olarak genel ¢oziim asagidaki gibidir.

2 2
In|x| +—+In|y|+—=C
x y

. d 4 —2x
Ornek: 2 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiint bulunuz.
dx 3y?-5
Coziim: Diferansiyel denklemi asagidaki bigimde diizenleyebiliriz.
dy 4-2x (3y% —5)dy = (4 — 2x)d
—_— = - - = —
dx 3y?-5 Y Y x)ax

Integral alinca;

f(3y2 —5)dy = f(4 — 2x)dx
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Genel ¢oziim asagidaki gibi olur.

3 2
y X
3.?—5y=4x—2.7+6 - y3—5y=4x—x2+C

Ornek: 2xyy’ — 1 — y? = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.
Céoziim: 2xyy’' — 1 — y? = 0 diferansiyel denklemini asagidaki bi¢imde de gosterebiliriz.

2ydy  dx
1+y2 «x

d
nyd_ic]: 1+ y?

Her terimin integrali alindiginda,

f1+y2y .I-dx_

bulunur. Sonug olarak genel ¢6ziim agagidaki gibidir.

In|1+ y?|—In|x| =In|c] = In|1+y? =In|c|+In|x] - 1+y*=c.x

Ornek: y' = xy? + y? + xy + vy diferansiyel denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.

Coziim: y' = xy? + y? + xy + y diferansiyel denklemini asagidaki bicimde de gosterebiliriz.

y_ 2 W _ o2 dy _
E—y(x+1)+y(x+1) - a—(y +y)(x+1) (}]2—+w—(x+1)dx
Her terimin integrali alindiginda,
Jyz_l_ydy J(x+1)dx—C - J ;—m dy — f(x+1)dx—
bulunur. Sonug olarak genel ¢6ziim asagidaki gibidir.
x? x?
In|y] —ln|y+1|—7—x= c - ln|ﬁ —5Tx= c

Ornek: y' 4+ y cosx = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.
Coziim: y' + y cos x = 0 diferansiyel denklemini asagidaki bigimde de gosterebiliriz.

_dy___ - —1d = — d
dx Y COS X 5 y cosx dx

Her terimin integrali alindiginda,

1
f;dy=f—cosxdx+€

bulunur. Sonug olarak genel ¢oziim asagidaki gibidir.

In|y| = —sinx + C
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Acik ¢oziimii elde etmek igin, yani y(x) fonksiyonunu bulmak i¢in In den kurtulmak gerekir. Bunun
i¢in;

elny = e~ Sinx+c —sinx+c

- y=e > yx)=e S ¢ 5  y(x)=e S C

bulunur.

Ornek: x2dy — sin? y dx = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim: x2dy — sin? y dx = 0 diferansiyel denkleminin her terimini x2. sin? y’ye bolersek, denklemi
degiskenlerine ayrilabilir bigime doniistiirmiis oluruz.

x*dy sin? y dx
. - . =0 - —
x%.sin?y x2.sin?y sin? y

[yt o=
sinzy Y ) 2™ TC

bulunur. Sonug olarak genel ¢oziim asagidaki gibidir.

1
dy—x—zdxzo

Her terimin integrali alindiginda,

t +1—C
coty +— =

Ornek: sinx.cos? ydx + cos? xdy = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.

Coziim: sinx.cos? ydx + cos? xdy = 0 diferansiyel denkleminin her terimini cos? x.cos? y’ye
bolersek, denklemi degiskenlerine ayrilabilir bigime doniistiirmiis oluruz.

sin x . cos? ydx cos? xdy sin x 1
> > > -—=0 - s—dx+——dy =20
cos?x.cos?2y  cos?x.cos?y cos? x cos?y

J‘sinxd_l_j‘ 1 dv = C
cos2x ¥ coszy T

bulunur. Sonug olarak genel ¢oziim asagidaki gibidir.

Her terimin integrali alindiginda,

+tany=C
CcoSs X y

Ornek:

P dy — ydx = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢6zlimiinii bulunuz.

Coziim:

dy —ydx =0
cosx 2 Y

diferansiyel denkleminin her terimini y’ye boliip, cos x ile ¢arparak denklemi degiskenlerine ayrilabilir
bi¢ime doniistiirmiis oluruz.
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cosx 1 CcoS x
dy —

1
: .ydx =0 —dy — dx =0
) cosx ydx - y y — cos x dx

Her terimin integrali alindiginda,

1
—dy—fcosxdx= C
J5

bulunur. Sonug olarak genel ¢oziim asagidaki gibidir.

Iny—sinx=C

2.2. Degiskenlerine Ayrilabilir Hale Getirilebilen Diferansiyel Denklemler

y' = f(ax + by + c) bigimindeki diferansiyel denklemlerde, ax + by + ¢ = u doniisiimii yapilarak;
u bagimli, X bagimsiz degisken olacak bigimde degiskenlerine ayrilabilen bir diferansiyel denklem elde
edilir.

Ornek: y' = (2x + y — 1)? diferansiyel denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.
Coziim: y' = (2x + y — 1)? diferansiyel denkleminde ax + by + ¢ = u doniisiimii yaparsak;
2x+y—1=u
olur. Simdi déniistiirdiigiimiiz u fonksiyonun tiirevini alirsak;
24+y'=u - y' =u -2
seklinde bir y' elde edilir. Bir baska y’ fonksiyonu da;
y'=Q2x+y-17? > y =u?
olarak soruda verilen denklemden ¢ikarilir. Daha sonra bulunan iki y’ fonksiyonu birbirine esitlenir.
w-2=u* - u=u?+2

Elde edilen bu tiirevi agagidaki bigime getirirsek, degiskenlerine ayrilabilir denklem haline gelir.

du
—=u’+2 - du = dx

dx uz+2

Her terimin integrali alindiginda,

1 1 u
f duzfdx - —arctan—=x+C

u? + 2 V2 V2
bulunur. Simdi de u yerine 2x + y — 1 koydugumuzda, genel ¢dziim asagidaki gibi olur.
1 2x+y-—1
—arctanw =x+C
V2 V2

Ornek: y' = (4x + y — 3)? diferansiyel denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.




Coziim: y' = (4x + y — 3)? diferansiyel denkleminde ax + by + ¢ = u doniisiimii yaparsak;
dx+y—-3=u
olur. Simdi doniistiirdiigiimiiz u fonksiyonun tilirevini alirsak;
4+y'=u - y' =u -4
seklinde bir y’ elde edilir. Bir bagka y’ fonksiyonu da;
Y =@x+y=-3)° - y' =u’
olarak soruda verilen denklemden ¢ikarilir. Daha sonra bulunan iki y' fonksiyonu birbirine esitlenir.
u—4=u?> - u=u*+4

Elde edilen bu tiirevi asagidaki bi¢ime getirirsek, degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denklem haline
gelir.

du
—=u’4+4 - du = dx

dx uz+4

Her terimin integrali alindiginda,

1 1 u 1 u
fu2+4du= dx - Earctan5=x+C - Etan_1—=x+C - tan"l==2x+2C

(V)
N

bulunur. C’yi, 2C yerine C olarak yazabiliriz.
u
tanl==2x+C
2
Acik ¢oziimii elde etmek i¢in, her iki tarafin tan’1 alinirsa;
u u
tan (tan‘1 E) =tan(2x+C) - 5= tan(2x +C) - u=2tan(Zx +C)

bulunur. Simdi de u yerine 4x + y — 3 koydugumuzda, genel agik ¢oziim asagidaki gibi olur.

4x +y—3=2tan(2x+C) - y(x)=2tan(2x+C)—4x+3

Ornek: y' = tan(x + y) — 1 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.
Coziim: y’ = tan(x + y) — 1 diferansiyel denkleminde ax + by + ¢ = u doniisiimii yaparsak;
X+y=u
olur. Simdi déniistiirdiiglimiiz u fonksiyonun tlirevini alirsak;
1+y'=u - y' =u -1
seklinde bir y' elde edilir. Bir bagka y’ fonksiyonu da;
y' =tan(x+y)-1 - y' =tanu-1
olarak soruda verilen denklemden ¢ikarilir. Daha sonra bulunan iki y' fonksiyonu birbirine esitlenir.

u' —1=tanu—1 - u =tanu
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Elde edilen bu tiirevi asagidaki bigime getirirsek, degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denklem haline
gelir.
du 1 cosu

— =tanu - du=dx -» —
dx tanu sinu

Her terimin integrali alindiginda,

cosu
f _ duzfdx - In|sinul=x+7C
sinu

bulunur. Simdi de u yerine x + y koydugumuzda, genel ¢6ziim asagidaki gibi olur.

In|sin(x+y)|=x+C

Ornek: y' =2 — \/Zx——y-I-S diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.
Coziim: y' =2 — m diferansiyel denkleminde ax + by + ¢ = u doniisiimii yaparsak;
2x—y+3=u
olur. Simdi doniistiirdiigiimiiz u fonksiyonun tlirevini alirsak;
2—y'=u - y' =2-u
seklinde bir y’ elde edilir. Bir baska y’ fonksiyonu da;
y’=2—m - y' =2-4u
olarak soruda verilen denklemden ¢ikarilir. Daha sonra bulunan iki y’ fonksiyonu birbirine esitlenir.
2—-u'=2—-vVu - u'=+u

Elde edilen bu tiirevi asagidaki bi¢ime getirirsek, degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denklem haline
gelir.

du 1
—=vYu > —du=dx
dx u

Her terimin integrali alindiginda,

1
—du=]d - 2Wu=x+¢C
f\/a g vu

bulunur. Simdi de u yerine 2x — y + 3 koydugumuzda, genel ¢6zliim asagidaki gibi olur.

2/2x—y+3=x+C
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2.3. Homojen Diferansiyel Denklemler

Tamm (Homojen Fonksiyon): Bir f(x,y) fonksiyonunda; eger X yerine xt, y yerine yt yazildiginda,
f(xt,yt) = t". f(x,y),t > 0 iken,

oluyorsa, fonksiyona “n. dereceden homojendir.” denir. Eger P ve Q ayn1 dereceden homojen ise P / Q
sifirinc1 dereceden homojendir. Gergekten,

P(xt,yt) t"P(x,y) P(x,y)

Qlxt,yt) t"Q(xy) Q)

seklindedir.

Ornek: f(x,y) = {/x3 + y3 fonksiyonunun homojenlik derecesini bulunuz.

Coziim: f(x,y) = /x3 + y3 fonksiyonunda x yerine xt, y yerine yt yazalim.

Flxt,yt) = GO T 08 = B0 +7°8 =BG +97) = 3/ + 53

Goriildugi tizere;

3
f(xt, yt) = t2. f(x,y) sart1 saglanmistir. Yani bu fonksiyon 7 dereceden homojendir.

NOT: Birgok durumda fonksiyon homojenligi, her bir terimin toplam derecesinden de fark
edilebilir. Homojen fonksiyonlarda her bir terimin toplam derecesi ayni olmalidir.

Ornek: f(x,y) = 5x?y — 4y3 — 8xy? fonksiyonunun homojenlik derecesini bulunuz.
Coziim: f(x,y) = 5x%y — 4y® — 8xy? fonksiyonunda her ii¢ teriminde toplam derecesi ayn1 ve 3’tiir.

Bu yiizden; bu fonksiyon 3. dereceden homojendir.

Ornek: f(x,y) = x?y + 5x? fonksiyonunun homojenlik derecesini bulunuz.

Coziim: f(x,y) = x?y + 5x? fonksiyonunda terimlerin toplam dereceleri farkli oldugu icin, bu
fonksiyon homojen degildir.

Tamim (Homojen Diferansiyel Denklem): M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 diferansiyel denkleminde,
eger M(x,y) ve N(x, y) fonksiyonlarinin her ikisi de ayn1 dereceden homojen iseler veya denklem tiirev
formunda,

% =flxy)=g (g) (veya g (g))

bi¢iminde ifade edilebiliyorsa, “Diferansiyel denklem homojendir.” denir.

Teorem: M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 diferansiyel denklemi homojen ise, y = u. x degisken degisimi
ile degiskenlerine ayrilabilir bir diferansiyel denkleme doniistiiriilebilir ve bu sekilde ¢oziilebilir.
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i dy 3y*—x* . - o
Ornek: T W diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim: Oncelikle diferansiyel denklemin homojenligini inceleyelim.

2 _ 42

3y .
flx,y) = T iken;

3(yt)? — (xt)? _ 3y*t? —x*t*  t*(3y? —x?) 3y? —«x?
2xtyt - 2xyt? o t2(2xy)  2xy

fxt,yt) = = f(x,y)

sart1 saglandigi icin, denklem homojendir. O halde; y = u.x degisken degisimi ile degiskenlerine
ayrilabilir bir diferansiyel denkleme doniistiirmeye baslayalim ve diferansiyel denklemin genel
¢Ozlimiinii elde edelim.

y = u. x denkleminin diferansiyelini alirsak, y' = u'. x + u denklemi elde edilir.
Ayrica soruda verilen denklemde de y’lerin yerine U.X doniisiimii yaparsak;

_ 3(ux)? - x?

2xux

!

bagka bir y’ degeri elde edilir. Bulunan iki y’ degeri esitlendiginde;

3(ux)? — x? 3u?x? —x? x*(3u?-1)
uxtu=——F— - u.xtu= =
' 2xux ' 2ux? 2ux?
) 3u?—1 ) u? -1
u'.x = -—u - u.x=
2u 2u

elde edilir. Bulunan diferansiyel denklem asagidaki gibi de gosterilebilir.

du u? -1

a'x 2u

Ayn tiir degiskenleri bir araya getirerek, denklemi degiskenlerine ayrilabilir bir diferansiyel denklem
haline getirelim.

2u d _1d
1 u—x X

f 2u d _Jld
uz—1 u= xx

In|Ju? —1| =In|x| +Inlc] - Inju’?—-1|=In|lx.c] -» u? -1=C.x

Simdi her tarafin integrali alinirsa;

Son olarak, u yerine y/X yazarsak, genel ¢oziimii elde ederiz.

2 2 _ 52
i:—z—l:C.x - yxz =Cx - y*—-x*=cCx?
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Ornek: xy' —y = xe’lx diferansiyel denkleminin genel ¢6zliimiinii bulunuz.

Coziim: Oncelikle diferansiyel denklemi diizenleyip homojenligini inceleyelim.

Y/ Y/
xe 'x + xe 'x
Y = +% - y’=ey/X+¥

xy'—y = xe'lx > y' =
x x

flx,y) = e’/ +% iken;

t
flctyt) =& Va4 2= 7l 12 = f(x,y)

sartt saglandig1 i¢in, denklem homojendir. O halde; y = u.x degisken degisimi ile degiskenlerine
ayrilabilir bir diferansiyel denkleme doniistiirmeye baslayalim ve diferansiyel denklemin genel
¢Ozlimiinii elde edelim.

y = u. x denkleminin diferansiyelini alirsak, y' = u'. x + u denklemi elde edilir.

Ayrica soruda verilen ve diizenledigimiz denklemde de y’lerin yerine u.X doniisiimii yaparsak;

ux
yl:eux/x_{_7 N yl:eu+u

baska bir y’ degeri elde edilir. Bulunan iki y’ degeri esitlendiginde;
u.x+u=e*4+u - u.x=e"

elde edilir. Bulunan diferansiyel denklem asagidaki gibi de gosterilebilir.

—_ u
—.x=ce
dx

Ayni tiir degiskenleri bir araya getirerek, denklemi degiskenlerine ayrilabilir bir diferansiyel denklem
haline getirelim.

1
e Ydu =—dx
X

Simdi her tarafin integrali alinirsa;
1
je‘”du = j;dx - e ¥=In|x|+C

Son olarak, u yerine y/x yazarsak, genel ¢6ziimii elde ederiz.

e_y/x =lnx+C

2.4. (ayx + b1y + c1)dx + (azx + b,y + c,)dy = 0 Diferansiyel Denklemi

Bazi diferansiyel denklemler, 6zel dontisiimlerle, degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denklem haline
gelebilir. Bu denklemlerden bir tanesi,

dy (alx + b1y + ¢y

dx - > (a1’ aZ’ b1l bZ' C1; CZ Sbt)

a,x + b,y + ¢,
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bi¢imindedir. ¢; = ¢; = 0 ise, bu denklem homojendir. Eger bu sabitlerden en az biri 0’dan farkliysa,
¢Ozlim su li¢ durumda incelenir.

. Durum
a b . dy
—=—=—=1 (4sbt. klem — = lur.
% b o A (A sbt.) ise, denklem ax f(4) olur
Her iki tarafin integrali alinirsa,

y=x.f(A)+C

bulunur.

1. Durum

a, by ¢ . dy
a—z = E *+ a ise, denklem ax = f(a1x + byy)

biciminde olur ve bu denklem a{x + b;y = u bi¢imine doniistiiriip degiskenlerine
ayrilabilir hale gelebilir.

111. Durum

o aq b1 . ax + bly + 1 = 0,
Eger — # — ise,
az b2 azx + be + CZ = O,

denklem sisteminin ortak ¢oziimii (x¢, o) olmak iizere;

x=X+ X0,

y=Y+yo
doniistimiiyle denklem homojen hale gelir. Daha sonra homojen diferansiyel denklem
¢Ozulir.

Ornek: (2x — 3y + 4)dx + (3x — 2y + 1)dy = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.

Coziim: Oncelikle diferansiyel denklemi inceleyelim.

dy _ T2t 3y 74 4 nklemine bakildiginda, L £ 2L yani — 2 % — >
dx = 3x — 2y+ 1 enkiemine bakiidiginda, a bz,yam 3 >
oldugu goriilityor. Yani bu Ill. duruma denk gelen bir homojen hale indirgenebilir diferansiyel

denklemdir.

X0, Yo degerlerini bulmak i¢in;
3/-2x+3y—4=0,
2/ 3x—-2y+1=0,

taraf tarafa toplama islemi yapilirsa xy = 1, y9 = 2 bulunur.
x =X+ xq, x=X+1,

doniisimiu k, bul .
Y=Y+, siimii yaparsa y=Y+2 ulunur
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Simdi de sorudaki denklemde X yerine X + 1,y yerine ise Y + 1 yazalim ve denklemin artik homojen
diferansiyel denklem haline geldigini gorelim.

dy —2x+3y—4 dY —-2X+1)+3(Y+2)—4 -2X+3Y dy —2X+3Y
—_—_—mnM—  — = = e d —_——
dx  3x—-2y+1 dX 3X+1)-2(Y+2)+1 3X-2Y dx ~ 3X-2Y

Homojen olmayan diferansiyel denklemi homojen hale getirdigimize gore, artik diferansiyel denklemi
homojen diferansiyel denklem ¢ozme yontemi ile ¢6zebiliriz.

O halde; Y = u. X degisken degisimi ile diferansiyel denklemi, degiskenlerine ayrilabilir bir diferansiyel
denkleme doniistiirmeye baglayalim ve diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiinii elde edelim.

Y = w. X denkleminin diferansiyelini alirsak, ¥’ = u'. X + u denklemi elde edilir.

Ayrica homojen denkleme doniistiirdiigiimiiz denklemde de Y’lerin yerine u.X doniisiimii yaparsak;

., —2X+3uX XQGu-2) . 3u-2
= = 4 =
3X —2uX X(3-—2u) 3—2u
bagka bir ¥’ degeri elde edilir. Bulunan iki ¥’ degeri esitlendiginde;
x4 3u—2 g 3u—2 2u? -2 ) 2u® -2
CATUET o0 T M T3 T T T3 “ 3 2u

elde edilir. Bulunan diferansiyel denklem asagidaki gibi de gosterilebilir.
du = 2u? -2
dx'©  3-2u

Ayni tiir degiskenleri bir araya getirerek, denklemi degiskenlerine ayrilabilir bir diferansiyel denklem
haline getirelim.

3—2ud 1dX 2u—3
= — -
2wz — 2" Ty 2u? — 2

1
d —dX =0
u+X

Simdi integrali alabilmek i¢in ¢arpanlarina ayiralim.

2u — 3 _1( A N B
2w?2—-1) 2\u—-1 u+1

) - Alwu+1)+Bu—-1)=2u-3

Au+1)+Blu—-1)=2u-3
Au+A+Bu—B=2u—3
u(A+B)+A—B=2u-3

A+B=2, A-B=-3
A= ! B—5
2 2
Simdi denklemi olusturursak;
e S Jaur tax o
2\ 2u-1 2w+ )/ M x T

ifadesi elde edilir. Simdi her tarafin integrali alinirsa;
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fl( 1 L3 )d +f1dX—C

2\ 2w-1D 2w+ )™M T x0T
L= 1) 4+ 2@+ 1) +InX = ~InC
4nu 4nu n —4n

Her terimi 4 ile ¢arpalim ki paydalar yok olsun.
—In(u—1)+5In(u+1)+4InX =InC
In’li ifadelerin basindaki katsayilar1 kuvvet olarak kullanalim ve In’leri yok edip ifadeyi diizenleyelim.

In(u—1)"1+In(u+1)°>+InX*=1InC

u+1)°
wu-D1w+1).Xx*=C - u.x4 =C
u—-1
bulunur. Simdi de, u yerine Y/X yaziyoruz.
Y o\ X471y
G e o O) oL g x o @0t
Yy_, - Y-x - X5 v-X' Y — X
X X
Son olarak X yerine x-1, Y yerine ise y-2 yazarsak, genel ¢oziimii elde ederiz.
X+Y)° (x—1+y—2)° (x+y—-3)°
—_— — - = e d — C
Y — X y—2-(x-1) y—x—1

Ornek: (2y — 4x — 1)dx — (y — 2x + 1)dy = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.
Coziim: Oncelikle diferansiyel denklemi inceleyelim.

dy_2y—4x—1d Wemine bakildizind a1_b1¢C1 _2_—4;&—1

dx_ y—2X+1 enkiemine pakudigin El,az—b2 Cz,yaml—_z 1
oldugu goriilityor. Yani bu Il. duruma denk gelen bir homojen hale indirgenebilir diferansiyel
denklemdir. O halde; bu denklem a;x + b;y = u bi¢imine doniistiiriip degiskenlerine ayrilabilir hale
gelebilir. Denklemi,

dy 2(y—2x)—1
dx y—2x+1

bi¢ciminde yazalim. Ardindan a;x + b1y = u doniisiimii yaparsak;
—2x+y=u
olur. Simdi doéniistiirdiigiimiiz u fonksiyonun tiirevini alirsak;
—2+y' =u - y' =u+2
seklinde bir y' elde edilir. Bir baska y’ fonksiyonu da;

2(y—2x)—1 , 2u-—1
= - y:
y—2x+1 u+1

!

olarak soruda verilen denklemden ¢ikarilir. Daha sonra bulunan iki y’ fonksiyonu birbirine esitlenir.
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2u—1 2u—1 3
u,+2= Ed u’: —2 - u’=_

u+1 u+1 u+1

Elde edilen bu tiirevi asagidaki bigime getirirsek, degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denklem haline
gelir.

du_ 3
dx u+1

- (u+1)du=-3dx » (u+1)du+3dx=0

Her terimin integrali alindiginda,

2
u
f(u+1)du+f3dx=0 - 7+u+3x=C - u?+2u+6x=2C

bulunur. Simdi de u yerine —2x + y koydugumuzda, genel ¢6zliim asagidaki gibi olur.
(—2x+y)2+2(-2x+y)+6x=2C
y? —4xy + 4x? — 4x + 2y + 6x = 2C
y* —4xy + 4x* + 2x + 2y = 2C

Ornek: (x — 2y + 4)dx + (2x — y + 2)dy = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.

Coziim: Oncelikle diferansiyel denklemi inceleyelim.

4y _ X H2Y 74 o nklemine balaldiginda, 2 % 2L yani — & % — 2
dx~ Zx—y+2 enklemine bakildiginda, a bz,yanl > 1
oldugu goriiliiyor. Yani bu Ill. duruma denk gelen bir homojen hale indirgenebilir diferansiyel

denklemdir.
X0, Yo degerlerini bulmak igin;
2/ —x+2y—4=0,
2x—y+2=0,
taraf tarafa toplama islemi yapilirsa xo = 0, yo = 2 bulunur.
x=Xtx, donlisiimii yaparsak, x=X
y=Y+yo

Simdi de sorudaki denklemde X yerine X, y yerine ise Y + 2 yazalim ve denklemin artik homojen
diferansiyel denklem haline geldigini gorelim.
dy —x+2y—4 dY —(X)+2(Y+2)—4 —X+2Y dY —X+2Y
—_—— = = - — = —
dx  2x—y+2 dX 20)0—(Y+2)+2 2X—Y dX  2X-Y

y =; +'2’ bulunur.

Homojen olmayan diferansiyel denklemi homojen hale getirdigimize gore, artik diferansiyel denklemi
homojen diferansiyel denklem ¢d6zme yontemi ile ¢ozebiliriz.

O halde; Y = u. X degisken degisimi ile diferansiyel denklemi, degiskenlerine ayrilabilir bir diferansiyel
denkleme doniistiirmeye baglayalim ve diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiinii elde edelim.

Y = u. X denkleminin diferansiyelini alirsak, Y’ = u'. X + u denklemi elde edilir.

Ayrica homojen denkleme doniistiirdiigiimiiz denklemde de Y’lerin yerine u.X doniisiimii yaparsak;
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—X+2uX X(2u-1) 2u—1
= = ﬁ -
2X —uX X(2—-u) 2—u

baska bir Y’ degeri elde edilir. Bulunan iki Y’ degeri esitlendiginde;

2u—1 g o 2u—l u? -1 | x u? -1
- . == = - . =
2—u ¢ 2—u T 2-u u 2—u

u.X+u=

elde edilir. Bulunan diferansiyel denklem asagidaki gibi de gosterilebilir.

du u® -1

—. X =
ax 2—Uu

Ayn tiir degiskenleri bir araya getirerek, denklemi degiskenlerine ayrilabilir bir diferansiyel denklem
haline getirelim.

2 u=tax - tax+ 2% qu=o0
= — - - =
wz—1""x x“ T
Simdi integrali alabilmek i¢in ¢arpanlarina ayiralim.
u-—2 A B
+ -» Alu+1)+Bu—-1)=u-2

Ww—1 u—-1 u+1
Au+1)+Blu—-1)=u—-2
Au+A+Bu—B=u-2
u(A+B)+A—B=u-2
A+B =1, A—B=-2

A= ! B = >
2 2
Simdi denklemi olusturursak;
(st Jaurtax=o
2—-1 2w+ )T T

ifadesi elde edilir. Simdi her tarafin integrali alinirsa;

f<_2(u1— 1)+2(u3+ 1))du+f%dX= C

1 3 1
—Eln(u -1) +§ln(u +1)+1InX = ElnC

Her terimi 2 ile ¢arpalim ki paydalar yok olsun.
—In(u—1)+3In(u+1)+2InX =InC

In’li ifadelerin basindaki katsayilari kuvvet olarak kullanalim ve In’leri yok edip ifadeyi diizenleyelim.
In(u—1)"1+In(u+1)3+InX2=InC

u+1)3
u-Dt@w+1)3x?=Cc - %.XZ =C

bulunur. Simdi de, u yerine Y/X yaziyoruz.




Y 3 X+Y
(7+0AW=C . ero,ﬂzc L@ X, XD
Yy_, - Yy-x - X3 v-X Y — X
X X
Son olarak X yerine X, Y yerine ise y-2 yazarsak, genel ¢oziimii elde ederiz.
X+Y)? (x+y-—-2)° (x+y-—2)3
—_— - —_— - _— = C
Y —-X y—2-—(x) y—x—2

2.5. Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler

y bagimli, x bagimsiz degisken olmak iizere;

dy _
—+P().y = Q)

yazilis seklindeki denklemlere “Birinci Mertebeden Linner Diferansiyel Denklem” denir. Burada P
ve Q siirekli fonksiyonlardir. Ayrica P(x) ve Q(x), bagimsiz x degiskenine bagli olan fonksiyonlardir.
Eger Q(x) = 0 ise, denklem degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denklem olur ve

Y by =0
dx X).y =

seklinde yazilir.

Lineer bir diferansiyel denklemin ¢6ziimiinde, eger denklemin sol yani iki terimin ¢arpiminin tiirevi
seklinde ifade edilebilirse, siradan bir isleme doniisecektir. Bunun i¢in denklemin sol tarafini iki terimin
carpiminin tiirevi haline getirebilecek bir ¢arpanin aranmasi gerekir. Denklemin her iki yanin1 4
fonksiyonu ile ¢arpalim.

Ay +AP(x).y=21Q(x)

Kirmiz1 ile renklendirilmis olan denklemin sol tarafini iki terimin ¢arpiminin tiirevi haline, yani
(A.y)' = A.y" + A". y bigimine ¢evirmeye ¢alisalim. Ancak sol tarafin ikinci teriminde P (x) ifadesi var.
Biz denklemi Gyle bir ifadeyle garpalim ki P (x) ifadesi yok olsun. Yani;

di dA
APx)y=A.y - APx)=12 - APkx)= Tx - == P(x) dx

f%:fﬂ@ﬂ = mm:fm@m

Ifadeyi In den kurtarmak icin, her iki tarafi e nin kuvveti haline getirirsek,
eln|/1| — efP(x)dx > A= efP(x)dx (/1 + 0)
elde edilir. Bu fonksiyona integral ¢arpani denir. Verilen denklemde her terimi,
1= efP(x) dx
ile ¢arpalim. O halde;
Yy A+ Px).y.A=0(x).1
yani agik halde,

y/_ efP(x) dx 4 P(x).y. efP(x) dx — Q(x)_efp(x) dx




elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilinca denklemin sol tarafi iki terimin ¢arpiminin tiirevi oldu ve
artik esitligin her iki tarafinin integral alinarak, denklemin genel ¢6ziimii elde edilebilir.

D) =0(x).2 - (y.elP@axy = o(x), el PO ax
j(y_efp(x) dx)’ — j Q(x)_efP(x) ax gy

y_efP(x) dx — j Q(x)_efP(x) ax gy

Ornek: y' 4+ 2y = e™* diferansiyel denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.

Coziim: Ilk olarak denklemin lineerligi kontrol edelim. Gériildiigii iizere aranan fonksiyon (y) ve
tiirevinin (y") derecesi 1 oldugu i¢in “lineerdir”.

O halde ¢éziime baslayabiliriz. Ilk olarak integral carpanini hesaplayalim. Bunun igin, y’nin katsayist
olan P(x) fonksiyonunu bulmamiz gereklidir ve

y' +Px).y =Q(x)
y +2y=e*
goriildagii tizere, P(x) = 2 dir. Artik integral ¢arpanini hesaplayabiliriz.

A=elP@dx — of2dx _, 5 _ g2x
Simdi diferansiyel denklemin her terimini e?* ile garpalim.
e y' +e** 2y =e**.e* - ey +e¥* 2y =e"
Denklem iki terimin ¢arpiminin tiirevi formatina geldigine gore,
(e>.y) =e*

Seklinde ifade edilir. Artik her iki tarafin da integrali alinarak tiirevden kurtarilabilir.

f(ezx.y)l=fexdx > e*y=e+C

2x>

Artik y’yi yalniz birakmak i¢in tiim terimleri e“*’e bolelim ve genel ¢oziimii elde edelim.

ey e* C

=—+ > y=e*+Ce**

er er er
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2.6. Bernoulli Diferansiyel Denklemi

Tamm: P(X) ve Q(X) siirekli fonksiyonlar olmak iizere;

y'+P(x).y =Qx).y", (y > 0)

yazilis seklindeki denklemlere “Bernoulli Diferansiyel Denklemi” denir. Ancak n # 0,n # 1 sartlarim
saglamalidir. Ciinkii n = 0 olursa denklem “birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem”, n = 1
olursa denklem “degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denklem” olur.

Teorem: Bernoulli diferansiyel denkleminin ¢oziilebilmesi icin, Once birinci mertebeden lineer
diferansiyel denklem haline indirgenir ve ¢6ziim yapilir. Yani ifadeyi,

y' +Px).y =0Q(x)
haline getirmeye calisacagiz.
Lineer hale getirmek icin, u = y'™™ doniisiimii yapalim. (Artik u bagimsiz, x bagiml degisken haline
geldi.)

1
u:yl_n - y=ulmn

1 1 1 1 n
—1 , T

ul-n""u' - y =m.u1—n.u

1-n’
Ortaya ¢ikan bu degerleri verilen denklemde yerine yazarsak;

y'+Px).y =Qx).y"

1 n_ 1 1
m.ul—n.u’ + P(x).ul-n = Q(x). (ut-n)"

seklini alir. Gerekli diizenlemeler yapilinca, yani denklemi (1 — n) ile carpip, ui e bolersek ifade,
u+(1—-—n).Px)u=0Q(x)

seklinde lineer bir diferansiyel denklem haline gelmis oldu. Artik buradan sonra ¢oziimii birinci
mertebeden lineer diferansiyel denklem ¢oziimii ile devam ettirmek gerekir.
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2.7. Riccati Diferansiyel Denklemi

Tamm: P(X), Q(X) ve R(X) siirekli fonksiyonlar olmak {izere;
y'+P(x).y +Q(x).y* = R(X)
yazilis seklindeki denklemlere “Riccati Diferansiyel Denklemi” denir.
Eger,
Q(x) = 0 ise, denklem Linner Diferansiyel Denklemi olur.

R(x) = 0 ise, denklem Bernoulli Diferansiyel Denklemi olur.

Teorem: Riccati diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiinii diger tipteki denklemler gibi bulmak
miimkiin degildir. Ancak bir 6zel ¢oziimii belli ise, denklemi Lineer diferansiyel denkleme
doniistiirerek, genel ¢6ziim bulunabilir. Yani ifadeyi,

y'+Px).y =Q()
haline getirmeye calisacagiz.
y = y,(x) ifadesi, Riccati denkleminin bir 6zel ¢6ziimii olsun. O halde denklem,

1 u’

y=)’1+a ve y =Yy Y

dontigiimleri ile Linner diferansiyel denkleme, doniistiiriilerek ¢6ziim gergeklestirilir. Lineer denkleme
donligmesi igin, bulunan degerler verilen denklemde yerine yazilir. Yani,
.o 1 1\’
y' =4 PG (11 +5) + 0@ (31 +2) =R
haline gelir. Gerekli diizenlemeler yapilinca ifade,
u' +Px).u=0Q(x)

seklinde lineer bir diferansiyel denklem haline gelmis oldu. Artik buradan sonra ¢6ziimii birinci
mertebeden lineer diferansiyel denklem ¢6ziimii ile devam ettirmek gerekir.
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2.8. Tam Diferansiyel Denklemler

Tamm: f bir D bolgesinde; birinci kismi tiirevleri siirekli, iki reel degiskenli bir fonksiyon olmak {izere;
V(x,y) € D igin,

af af
df (x,y) = a.dx+@.dy

ifadesine, f = f(x,y) fonksiyonunun toplam diferansiyeli denir.

Ornegin; f(x,y) = x3y + 5xy? + 8x2 — 9y fonksiyonunun toplam diferansiyeli,
df(x,y) = 3x*y + 5y% + 16x)dx + (x3 + 10xy — 9)dy

seklindedir. Yesil renkte olan kisim f(x,y) fonksiyonunun x’e gore tiirevi, mavi renkte olan kisim
f(x,y) fonksiyonunun y’ye gore tiirevini ifade eder.

f(x,y) = Cise,df(x,y) = 0 olur. Yani sabitin xX’e gore de tiirevi, y’ye gore de tiirevi 0 olacagi igin,
toplam tiirev de O olur.

NOT: 0 isareti kismi tiirevi ifade eder. Kismi tiirev, ¢cok degiskenli bir islevin, sadece ilgili
degiskeni sabit degilken alinan tiirevdir.

Tamm (Tam Diferansiyel Denklem): Eger V(x,y) € D i¢in,
M(x,y)dx + N(x,y)dy ... *

ifadesi df (x, y) toplam diferansiyeline esit olacak bigimde iki reel degiskenli bir f fonksiyonu varsa, bu
ifadeye D bolgesinde bir “tam diferansiyel” denir. Yani,

of of
a_M(x'y)l @—N(X,y)

olacak bi¢imde bir f fonksiyonu varsa, * ifadesi bir tam diferansiyeldir. Eger,
M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0

denkleminin sol tarafi bir tam diferansiyel ise, “denkleme tam diferansiyel denklem” denir.

Tam diferansiyel denklemleri ¢dzebilmek icin, dncelikle denklemin tam diferansiyel olup olmadigi
kontrol edilir.

Teorem: M(x,y) ve N(x,y) birinci kismi tiirevleri siirekli olsun,
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0
diferansiyel denkleminin tam olmasi igin, gerek ve yeter sart;

oM _ oN
dy  ox

olmalidir. Yani M(x, y)’nin y’ye gore tiirevi, N(x, y)’nin X’e gore tiirevine esit olmalidir.
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Ornek: x2y3dx + x3y?dy ifadesi tam diferansiyel midir?
Coziim: ifadeyi ele alalim.
x2y3dx + x3y*dy
M(x,y) + N(x,y)
Simdi M (x, y) nin y’ye gore tiirevi, N(x, ¥) nin X’e gore tiirevine esit mi? Inceleyelim.

oM N
dy T ox

3x2y2

Gorildugi tizere, ifade tam diferansiyeldir.

Eger denklem tam diferansiyel ise, ¢oziim su sekilde gergeklesir. Eger f(x,y)’nin x’e gore tiirevi,
M(x,y)dx ise, 0 zaman M(x, y)dx ifadesinin integrali alinarak, f(x, y)’ye ulasilabilir. Yani;

fmw=mewM+qw

seklindedir. Daha sonra elde edilen f(x, y)’nin y’ye gore tiirevi alinir, ki bu da zaten N(x, y)’ye esittir.

of(x,y)
ay —N(X,y)

Buradan C'(y) ifadesi ortaya ¢ikar. C'(y)’nin de integrali alinarak C(y) elde edilir ve ilk ulasilan
denklemde yerine koyularak genel ¢oziim elde edilir.

Ornek: (2x + 16xy)dx + (8x% — 30y?)dy = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz.
Céziim: Coziime baslamadan 6nce denklem tam diferansiyel mi? Inceleyelim.

0M_16 _ON
dy X ox

Goriildugii tizere, ifade tam diferansiyeldir. O halde ¢oziime baslayalim.
fxy)=C - df(xy)=0dr.
df (x,y) = (2x + 16xy)dx + (8x* — 30y*)dy = 0
M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0
f(x,y)’nin x’e gore tiirevi, M(x,y)dx olduguna gore, M(x,y)dx ifadesinin integrali alinarak,

f(x, y)’ye ulasilabilir. Yani;

flx,y) = fM(x,y)dx +C(y) = f(Zx +16xy)dx +C(y) =C

fl,y)=x*+8x*y+C(y)=C
bulunur. Daha sonra elde edilen f(x, y)’nin y’ye gore tiirevi alinir, Ki bu da zaten N(x, y)dy’ye esittir.

of (x,y) _
dy

N(x,y)
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8x? + C'(y) = 8x% — 30y?

C'(y) = ~30y?
Goriildiigi tizere C'(y) ifadesi ortaya ¢ikti. €' (y)’nin de integrali alinarak C(y) elde edilebilir.

f Cy) = f —30y*dy
C(y) =-10y° + ¢4
Artik ilk ulagilan denklemde yerine koyularak genel ¢6ziim elde edilir.
f,y)=x*+8x*y+C(y)=C
flx,y) =x*+8x*’y—-10y3+C,=C
x2+8x’y—10y3=C-C,

x*+8x*y—10y3 =C
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