Diferansiyel Denklemlere Giris

Gercek yasamda daima zamana gore degisim s6z konusudur. Eger degisken bir y niceligi tlirevlene-
bilir bir fonksiyonla temsil edilebiliyorsa (y = f(x) gibi), y nin zamana gore nasil degistigi genellikle y
nin tirevlerini de iceren bir denklemle ifade edilir. Bir fonksiyon ve tiirevlerini iceren bir denkleme
diferansiyel denklem denir. Asagida (g diferansiyel denklem 6rnegi goriilmektedir:

V4+y=2x+2 , (1+e)y'=e*"” , y'"-2y'+3y=x.

Bir diferansiyel denklemde gorilen tiirev mertebelerinden en bliyugiine o diferansiyel denklemin
mertebesi denir. Ornegin, y'+y =2x+2 ve (1+e*)y'=e*” birinci mertebeden, y"+12y =0 ve
y'-2y'+3y=x ikinci mertebeden, y"'-2y"+x*y'—y=xiginci mertebeden diferansiyel

denklemlerdir. Pratikte en ¢cok karsilasilan diferansiyel denklemler birinci veya ikinci mertebedendir.

y = f(x) gibi bir denklemle tanimlanmis bir fonksiyon bir diferansiyel denklemi sagliyorsa, o
fonksiyona o diferansiyel denklemin bir ¢éziimii denir. Ornegin,

y=2x+e"
denklemi ile tanimlanan fonksiyon
y'+y=2x+2
diferansiyel denkleminin bir ¢cozim{ddr; ¢inki
y+y=(2-e")+(2x+e " )=2x+2.

y = f(x) gibi bir denklemle tanimlanmis bir fonksiyon bir diferansiyel denklemin ¢6ziimi ise, bunu
ifade etmek icin “y = f(x) bu diferansiyel denklemin ¢6zimidir” deyimi de kullanilir.

Genel olarak bir diferansiyel denklemin birden cok ¢6zimi vardir ve ¢ozimler ailesi belli
parametrelere ya da sabitlere bagli olarak ifade edilip denklemin genel ¢6ziimiinden s6z edilebilir.
Ornegin, bir ka¢ paragraph sonra goriilecegi izere, yukaridaki

y'+y=2x+2
diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimi, C herhangi bir sabiti gostermek lzere
y=2x+Ce™

dir.



Bir diferansiyel denklemin genel ¢6zimindeki parametre ya da sabitlere sayisal degerler verilerek
elde edilen ¢dziimlere o diferansiyel denklemin ézel ¢éziimleri denir. Ornegin, yukaridaki genel

¢6ziimde C sabitine 1 degeri verilirse, daha once bahsi gegen y=2x+e* 6zel ¢6zimu elde edilir.

Bazen bir diferansiyel denklemle birlikte bulunacak ¢6zimin saglamasi istenen bazi kosullar da
verilebilir. Ornegin,

y'+y=2x+2 , y(0)=1.
Burada, verilen diferansiyel denklemin 6yle bir ¢6zimu istenmektedir ki, o ¢6zimde bagimsiz
degisken icin O degeri yerlestirildiginde y icin 1 degeri elde edilsin. Dolayisiyla, denklemin genel
¢6zimiinde gorilen sabit(ler)in sayisal bir deger almalari gerekecek ve 6zel ¢oziim(ler)e ulasilacaktir.
Onceki 6rnekte oldugu gibi bir diferansiyel denklemin bastan belirlenmis bazi kosullari saglayan

¢6ziimlerini bulma problemine baslangig-deger problemi denir. ileriki kisimlarda baslangig-deger
problem-lerine drnekler verilecektir.

1. Birinci Mertebeden Dogrusal Diferansiyel Denklemler. f ve g (tanim kiimelerinde) siirekli
fonksiyonlar olmak tzere

Y+f(x)y=g(x) (1)
diferansiyel denklemine birinci mertebeden dogrusal diferansiyel denklem denir.

f(x)=0 halinde (1) denklemi

y'=9(x)

bicimini alir ki bunun genel ¢6zimi g nin belirsiz integralidir. g nin bir ters tirevi G (yani
G'(x)=g(x)) ise, C herhangi bir sabiti gdstermek tizere

y= Ig(x)dx =G(x)+C

dir. Ornegin, y'=2x in genel ¢dzim(j, y:X2 +C bicimindedir.



(1) denkleminin ¢6zimi arastirilirken asagida tanimlanan ve integralleme faktorii adi verilen

eJ'f(x)dx

I(x)= (2)

fonksiyonu 6nem kazanmaktadir. Eger (1) denklemi integralleme faktéri ile carpilirsa,
I(x)y'+1(x) f(x)y =1(x)g(x) (3)

elde edilir. Son ifadede

100 f(x) = f) =)
oldugu dikkate alinirsa, (3) denkleminin
2 (10x)y)= 10900 @)
X

biciminde yazilabilecegi gorilir. Boylece,
1(x)y = [ 10:)g(x)dx

ve sonug olarak (1) denkleminin genel ¢6zimiinln

1

- m({ 1(x)g(x)dx)

y

ya da
_ —If(x)dx J'f(x)dx
y=e [e™ g(x)dx (5)

oldugu gorilir.

Ornek 1. y'+y=2x+2 birinci mertebeden dogrusal diferansiyel denklemdir. integralleme faktérii

I(x)=ej1dx =e",
denklemin genel ¢6ziim, (5) uygulanarak
y=e*([e"(@x+2)dx)=e([20x +1)e"dx)
ve parantez icindeki integral kismi integrasyon yontemi ile hesaplanarak asagidaki gibi elde edilir:
y=e"(2xe* +C)=2x+Ce ™,

X

y=2x+Ce". nm



Ornek 2. y'+y=2x+2 , y(0)=1 baslangig-deger probleminin ¢6ziimii, verilen diferansiyel denk-

lemin genel ¢6ziimiinde x=0 ve y=1 yerlestirilerek bulunur:
y=2x+Ce " =1=0+Ce"= C=1 = y=2x+e". =

2dx

foir _ s

Ornek 3. y'+2y =e" denklemini ¢6zelim: integralleme faktéri I(x)=e *. Genel ¢dzim

1 1
y= e*ZXQeZX (e )dx>: e*ZXQe3XdX): ezx(gegx +Cj =§ex +Ce™. m
.. . 2 o
Ornek 4. y+—y =X denkleminin ¢6zim:
X

20 4 2
I(x)zejxd =™ =x?, y=iqx2xdx):i(xz+CJ:%+%. .

x? x? X

Ornek 5. 2xy'+y=10x*> denkleminin ¢éziimi: Once denklemi birinci mertebeden dogrusal

1
diferansiyel denklem olarak ifade edelim: y'+2—y =5Xx. Simdi
X

1 1lnx 1

I(x)=e ;dxzez =JXx , yZ%([Sx\/;dx):%USdexJ:—[2)(;+CJ:2X+%. [
X X X

X

Ornek 6. xy'+3y=4x , y(1)=2 baslangig-deger probleminin ¢6ziimii: Verilen denklem birinci

.3
mertebeden dogrusal diferansiyel denklem formatinda yazilirsa, y'+—y=4. Simdi
X

p% x°

de
I(x)=eIX =¥ =x? y=%q4x3dx)=l3(x4+C)=x+£.
Genel ¢oziim y=x+—'de x=1 yerlestirilince, y(1)=1+C=2 den C=1 elde edilir. Baslangig-
X

deger probleminin ¢6zimu y:X+x_3 ozel ¢cozimidir. m

Ornek 7. y'+2xy =4x denkleminin ¢dziimii:

C

XZ

12 (2e*2 +C)= 2+ "

100=el™ =, y=—"([e" 4xax)=
e e

X2



Ornek 8. y'+3x*y=9x> , y(0)=7 baslangig-deger probleminin ¢oziimii:

1)=el ™ e, y= 2L Ue*39x2dx)= 1 Ber +C)=3+ C

e* e e

Y(0)=7 = 3+C=7= (C=4 , y=3+ 4

. =u
e

Birinci mertebeden dogrusal diferansiyel denklemlerin iyi bilinen uygulamalarindan biri, sirekli
bilesik faiz hesabidir. Yillik r faiz oraniile A sermayesinin t yil siirekli bilesik faizde kalmasi sonucu
ulasacag birikimli deger B(t) ile gosterilsin. A sermayesinin [t,t+h] zaman araliginda getirdigi faiz

B(t +h)-B(t)

olur. Eger bu zaman araliginda sermaye sabit kalarak B(t) olsaydi elde edilecek faiz, yukaridakinden
daha az olan B(t)rh; sermaye sabit kalarak B(t+h) olsaydi da daha fazla olan B(t+h)rh olurdu.
Dolayisiyla,

B(t)rh< B(t +h)— B(t) < B(t + h)rh

ve buradan da

B(t) <

BE+h)-B() _ g, o,
=

oldugu gorulir. Son esitsizlikler, birikimli deger B(t) nin (zamana gore) anlik degisim oraninin

d (B(t))zlhirg{B(t+h2—B(t)j:rB(t)

dt
oldugunu gosterir. Baska bir deyisle, stirekli bilesik faizde birikimli deger
B'-rB=0
diferansiyel denklemini saglar. B(0)= A kosulunun saglandigi da dikkate alinirsa,
B'-rB=0 , B(0)=A
baslangi¢-deger probleminin ¢6zimi siirekli bilesik faiz formulina verir:

1

e —rt

rdt

I(t):ej_

:efrt , B —

(j(e’" .O)dt): e’ (J.Odt): e"C=Ce",

B(0)=4A = C=A = B=Ae".

Ornek 9. Yillik %6 faiz orani ile 5000 TL nin 10 yil siirekli bilesik faizde kalmasi sonucu ulasacagi
birikimli degerin, yukarida elde edilen formiil ile

B=5000e"9'° =5000¢"° ~9110.594



TL oldugu gorilir. Buradaki = isareti yaklasik olarak esit anlaminda kullaniimistir. =

Faiz turd sarekli bilesik faiz ve yillik faiz orani r olmak lzere, bir hesapta bulunan A TL den her yil
sonunda dizenli olarak m TL cekilirse A nin zamana gore degisim orani

d—A:rA—m
dt

olur. Bazi yatirim problemlerinin ¢6zimi bu gézleme dayanir.

Ornek 10. Siirekli bilesik faiz ve %8 vyillik faiz orani ile bir hesaba 10000 TL yatiriliyor ancak her yil
sonunda bu hesaptan 1000 TL gekiliyor. t-inci yilda hesapta kag TL olur? Hesap kag yil sonra sifirlanir
ve hesaptan toplam kag TL cekilmis olur?

Hesapta t-inci yilda bulunan para A(t) ile gosterilirse,

d

%(A(t)):(0.08)A—1000 ve A(0)=10000

oldugu goruliir. Demekki A= A(t) asagidaki baslangic-deger probleminin ¢oziimudur:

A'—(0.08)A=-1000 , A(0)=10000.

Diferansiyel denklemin ¢6zim{i igin integralleme faktort I(t) =ej(_0'08)dt = {008k )

1

= o (008)

A q_ 10003_(0'08)tdt)= e(o.os): (@e—(o.osy T CJ —12500+ Ce[O.OS)t )

0.08
A(0)=10000 = 12500+C=10000 = C=-2500
ve boylece t-inci yilda hesapta bulunan miktar
A(t)=12500-2500¢*°%*
TL dir. Hesabin sifirlandigi yil,

In5

12500 —2500¢"%®" =0 = 2500e*°® =12500 = ¢(**® =5 = ¢ = 008"

20

hesabi ile yirminci yildir. Toplam 20000 TL ¢ekilmis olur. =

izleyen 6rnekte oldugu gibi, bazi satis analizi problemleri modellendigi zaman da birinci mertebeden
diferansiyel denklemli baslangi¢-deger problemi ortaya cikabilirr.

Ornek 11. Yeni bir sirketin yillik gelirindeki degisim orani 20 milyon TL ve yillik gelir arasindaki fark ile
orantilidir. Baslangigta O TL olan gelir, ikinci yil sonunda 4 milyon TL dir.

a) Onuncu yilda sirketin gelir beklentisi ka¢ milyon TL olabilir?

b) Gelir hangi yil 15 milyon TL olabilir?



Sirketin t-inci yil elde ettigi gelir G=G(t) ile gbsterilsin. O takdirde, uygun bir k sabiti ile

d

%(G(t)): k(20—G(t)) ; G(0)=0,G(2)=4

olur. Baska bir deyisle, G=G(t) , asagidaki baslangic-deger probleminin ¢oziimudur:
G'+kG=20k ; G(0)=0,G(2)=4.

Diferansiyel denklemin ¢ézimii
_ _[kdt _ _kt _ 1 kt _ -kt kt _ -kt
I(t)=e™" =e", G(t)=—;\|20ke"dt|=e""|20e™ +C)=20+Ce™ .
e
Baslangi¢ kosullarindan,

G(0)=0=>20+C=0=C=-20

ve
G(2)=4=20-20e " =4=20e * =16 =" =E:k:%ln(%J ~0.1116.

Boylece,
G(t)=20—-20e 1110,

a) Onuncu yilda sirketin gelir beklentisi

G(10)=20-20e 11191 = 20(1—e ')~ 13.448 249
TL (on Gg¢ milyon dort yiz kirk sekiz bin iki ylz kirk dokuz) olur.

b) Sirketin 15 milyon TL gelir elde etmesi

In4

20-20e 119 =152 20e "1 =5 = 111U 4 —(0.1116)t =Ind =t = 01116~ 12.42

on ikinci yilda miimkin olabilir. =



2. Degiskenleri Ayrilabilir Diferansiyel Denklemler. f ve g (tanim kimelerinde) sirekli fonksi-
yonlar olmak lizere

f(x)+g9(y)y'=0 (1)
biciminde bir denkleme degiskenleri ayrilabilir diferansiyel denklem denir.

Degiskenleri ayrilabilir bir diferansiyel denklemin ¢oziimleri her iki degiskene gore ayri-ayri integral
alinarak bulunabilir. y = y(x) I bulmakigin (1) denklemi

f)+9(y(x))y'(x)=0

biciminde yazilip integral alinirsa,
[ £Cdx+ [ gly(x))y'(x)dx = [0dx,

J fx)dx+ [ g(y)ly = [odx=C
Ifadesindeki integraller hesaplanarak ¢6ziim bulunur.

Ornek 1. 2x+ yy'=0 denkleminin ¢dzimii:

2

Jde+Iydy:J0dx:C:>x2+y7:C

yada
2x*+y*=2C. =

Ornek 2. y'= ysin(2x +3) denkleminin ¢6ziimii: Once denklemi (1) formatinda yazalim:

—sin(2x+3)+£=0 .
Yy
Boylece,

j(—sin(2x+3))dx+jldy=o:»%cos(2x+3)+1ny =C,
y

71COS(2X+3) —1C05(2x+3)

1n|y|:—%cos(2x+3)+6 = |y=e‘e? = |y|=De" .=



Ornek 3. (1+e*)y'=e*™” denkleminin ¢6ziimii: Degiskenler ayrilinca denklem

—-e’y'=0.

X

bicimini alir. Boylece,

[-S—dx+[e’dy=0=In(1+e")-e’=C. =
1+e

Ornek 4. y'=e*(1+ y*) denkleminin ¢6ziimii: Degiskenler ayrilinca

oF — Y _=0.
1+y

denklemi elde edilir.Boylece,

Jlexdx—j%dyzC, e —tan' y=C, y=tan(e* —c). =
1+y

3. ikinci Mertebeden Sabit Katsayili Diferansiyel Denklemler. a ve b reel sayilar, f bir siirekli
fonksiyon olmak tzere

y'+ay'+by = f(x) (1)

Biciminde bir denkleme ikinci mertebeden sabit katsayili diferansiyel denklem denir. (1)
denklemini f nin tanim kiimesindeki her x igin saglayan y= y(x) fonksiyonuna (1) denkleminin bir
¢6ziimU denir.

(1) denkleminde f(x) = 0 alinarak elde edilen

y'+ay'+by =0 (2)
denklemine (1) denkleminin indirgenmis bigimi ya da homojen bigimi denir.
Once indirgenmis bicimin ¢éziimlerini ele alacagiz.

Gozlem 1. y, ve y, indirgenmis bicimin ¢ézimleriise, her ¢, ve c, sabitiicin c,y, +c,y, de

indirgenmis bigimin ¢ozlimidir. Gergekten
Y=Y, +6y,= y'+ay'+by = SR 4 ”+C2y2"+a(C1y1 ’+C2y2 )+ b(c1.V1 + Czyz)

=¢,(y,"+ay, +by, )+ c,(y,""+ay,+by,)=0+0=0. =



(2) denkleminin y, ve y, ¢oziimleri tanimlhi olduklari her x icin y,y,'=y,"y, #0 kosulunu sagli-

yorsa, ¥, ve Y, ye (2) denkleminin temel ¢éziimleri denir.

Teorem 1. (2) denkleminin y, ve y, gibi temel ¢6zlimleri biliniyorsa, her ¢6ziimi y bu temel

¢6zlimlerin dogrusal bilesimi olarak ifade edilebilir (Yani, y=c,y, +c,y, olacak bicimde ¢, c,

sabitleri vardir). =
Teoremin sonucu olarak, eger (2) denkleminin y, , y, temel ¢ézimleri biliniyorsa, genel ¢6zimi

Y=Y, +6),

dir.

a bir reel sayi olmak tzere y=e™ in
y'-ry=0

denklemini sagladigini gérmek zor degildir. Simdi, eger r bir reel sayive y=e"™ ise,

olduguna dikkat edelim. Kolayca gériilebilecegi lizere, y=e™ in (2) denkleminin ¢6zimi olmasi

icin gerek ve yeter kosul
r’+ar+b=0 (3)
denkleminin saglanmasidir. Gergekten
y'+vay'+b=r’e”™ +are™ +be™ =™ (r* +ar+b)=0=r’+ar+b=0.
(3) denklemine (2) nin karakteristik denklemi denir.

Karakteristik denklemin

_—aFa’-4b

r.. =
1,2
2

Ifadesi ile verilen ve karmasik sayilar da olabilen kokleri (2) denkleminin ¢éziimlerini belirler:

10



Teorem 2. (2) denkleminin karakteristik denkleminin

(i) iki farkh reel kéki r; ve r, varsa, (2) nin genel ¢6zimi, ¢, ve c,sabitler olmak uzere

nx »RX g:
y=ce" +c,e*dir.

(i) bir tane reel koki r varsa, (2) nin genel ¢6zimi, ¢, ve c,sabitler olmak uzere

y=c,e”™ +c,xe™ dir.

(iii) iki karmasik koki a+if ve o —IP varsa, (2) nin genel ¢6ziimii, ¢, ve c, sabitler olmak

uzere y =c,e” cos(Bx)+c,e™ sin(Bx)dir. =

Ornek 1. y"'+3y'—4y =0 denkleminin ¢dziimii: Karakteristik denklem ve kékleri:
r’+3r—-4=0=(r+4)(r-1)=0=r,=-4,r,=1.

. e e a _ —4x X 4
Denklemin genel ¢c6zimi y =c,e ™ +c,e” tir. =

Ornek 2. y'"+6y'+9y =0 denkleminin ¢éziimii: Karakteristik denklem ve kékleri:
r’+6r+9=0=(r+3)’=0=r,=-3.

Denklemin genel ¢oziimii y =c,e > +c,xe”>* tir. m

Ornek 3. y"'+y'+y =0 denkleminin ¢6ziimii. Karakteristik denklem ve kékleri:

, “1FJ-3 -1_.3
r'+r+1=0=r, :T:7+17'

5 3 - . 3
Denklemin genel ¢6ziimi y =c,e * cos(7x)+cze 2 51n(7x) tir. m

Simdi bu kesimin basindaki indirgenmis olmayan (1) denklemine geri dénelim:

y'+ay'+by = f(x) (1)

Gozlem 2. Eger y, ve y,, (1) in ¢ozimleri ise, y=y,—y, (1) in indirgenmis bigiminin

¢O6zimidur. Gergekten

y,"+ay,+by, = f(x) ’ Y, +ay,+by, = f(x)

11



ise
"=y ")+ aly, =y, )+ by, )=y )= "y +hy, ) = (v, "+ay, +by,) = f(x) - f(x)=0

oldugu gorilir. m

Gozlem 3. Eger y,, (1) in bir 6zel ¢6ziimii ise, bu takdirde (1)in her ¢6zimu bu 6zel ¢6ziim ile (1) in
indirgenmig bigiminin bir ¢c6zimiiniin toplami olarak yazilabilir. Gergekten (1) in bir 6zel ¢6zimi y,

ve herhangi bir ¢c6zimu y ise y—y,, (2) nin bir ¢6zimd olur ve
y=y=y+Y,
arzu edilen yazilistir. m

Go6zlem 3 Un sonucu olarak, egeru; ve u, indirgenmis bigim (2) nin temel ¢6ziimleri ve y, , (1) in

bir 6zel ¢6ziimdi ise, (1) denkleminin genel ¢6ziimii, ¢, ve ¢, sabitler olmak lizere
Y=cCu +C U, +y,

dir.

(1) denkleminin 6zel ¢6zimi bulunurken sag taraftaki f(x) ifadesine bakilarak ¢6ziimin tipi tahmin
edilmeye calisilir. Ozel ¢6ziim bulunduktan sonra indirgenmis bicimin genel ¢éziimi bulunarak (1)
icin genel ¢6ziim yazilir. Asagidaki 6rneklerin bu hususlari agiklayacagini imit ediyoruz.

Ornek 4. y"+3y'—4y=x"+2x-1 denkleminin ¢6zimi: Sag taraftaki ifade ikinci dereceden

polinom oldugundan,
Vo =d,x* +d,x+d,

biciminde bir 6zel ¢6ziim bulunacagi tahmin edilebilir. y, in ¢6ziim oldugunu varsayarak katsayilari
belirlemeye calisacagiz. Denklemde y yerine y, :dzx2 +d,x+d, ve birinci ve ikinci tirevleri yeri-

ne, sirasiyla y,'=2d,x+d,, y,"'=2d, yerlestirilirse,
y'+3y'—4y=2d,+3(2d,x +d,) - Hd,x* +d,x+d,)=x" +2x -1,
terimler diizenlenerek
—4d,x* +(6d, —4d,)x +(2d, +3d, —4d,)=x* +2x -1
elde edilir. Karsilikli katsayilar karsilastirilarak
-4d,=1, (6d,-4d,)=2, (2d,+3d,—4d,)=-1

12



denklemleri ve bu denklemlerin ¢6ziiminden d, :—%, d :—Z, d, :—% elde edilir. O halde

1
8
verilen denklemin bir 6zel ¢6zimii

_ 1.7 17
Yo7y 8 32

dir. Verilen denklemin indirgenmis biciminin genel ¢ézimi yukarida Ornek 1’de bulunmustu:

u=c,e ™ +c,e”. Boylece, verilen denklemin genel ¢6zimii

y=ce ™ +ce* e 7, 17
4 8 32

olarak elde edilir. =
Ornek 5. y''—4y'+4y =x+e* denkleminin ¢dzimii: Sag taraftaki ifadeden
Vo =d,+d,x+d,e"

biciminde bir 6zel ¢6ziim bulunacagi tahmin edilebilir. y, in ¢6zim oldugunu varsayarak katsayilari
belirlemeye calisacagiz. Denklemde y yerine y, =d,+d,x+d,e” ve birinci ve ikinci tiirevleri yeri-

ne, sirasiyla y,'=d, +d,e*, y,"'=d,e”" yerlestirilirse,
y'-4y'+ay=de* —4(d, +d,e’)+4d,+d, x+d,e*)=x+e",
terimler diizenlenerek
(—4d, +4d,)+4d,x+d,e* =x+e"
elde edilir. Karsihkli katsayilar karsilastirilarak

—4d, +4d, =0, 4d, =1, d,=1

denklemleri ve bu denklemlerin ¢6ziimiinden d, :%, d,=—, d,=1 elde edilir. O halde verilen

E

denklemin bir 6zel ¢6ziimi

—l+1x+ﬁ
.V044

dir. Verilen denklemin indirgenmis biciminin genel ¢dziimiini bulalim. indirgenmis bigimin
karakteristik denklemi r* —4r +4 =0 in bir tane reel kokii vardir: r =2 . O halde indirgenmis bigimin
genel ¢ozimi u =clezx +c2xezx dir ve boylece, verilen denklemin genel ¢6zimii

11
y=c,e” +c,xe™ +Z+Zx+e’(

olarak elde edilir. =
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Ornek 6. y"+2y'+2y =sin(2x) denkleminin ¢éziimii: Sag taraftaki ifadeden
Y, =Asin(2x)+Bcos(2)

biciminde bir 6zel ¢6ziim bulunacagi tahmin edilebilir. y, in ¢6zim oldugunu varsayarak katsayilari
belirlemeye calisacagiz. Denklemde y yerine y, = Asin(2x)+ Bcos(2x) ve birinci ve ikinci tlrevleri

yerine, sirastyla y,'=2Acos(2x)—2Bsin(2x), y,"=—4Asin(2x)—4Bcos(2x) yerlestirilirse,
V'+2y'+2y =(—4Asin(2x)—-4Bcos(2x))+2(2Acos(2x)—2Bsin(2x))
+2(Asin(2x)+ Bcos(2x))=sin(2x),
terimler diizenlenerek
(—2A-4B)sin(2x)+(4A-2B)cos(2x) =sin(2x)
elde edilir. Karsihkli katsayilar karsilastirilarak
-2A-4B=1, 4A-2B=0

denklemleri ve bu denklemlerin ¢6ziimiinden Az—i, Bz—% elde edilir. O halde verilen

10
denklemin bir 6zel ¢6zim{i

1 1
=——sin(2x)——=cos(2x
Y0="10 (2x) c (2x)
dir. Verilen denklemin indirgenmis biciminin genel ¢dziimiinii bulalim. indirgenmis bigimin
karakteristik denklemi r’+2r+2=0 in karmasik kokleri vardir: r=—1Fi. O halde indirgenmis
bicimin genel ¢6zimi u=c,e *sinx+c,e “ cosx dir ve bdylece, verilen denklemin genel ¢c6zimi

1 1
y=c,e “sinx+c,e " cosx —Esin(ZX) —gcos(Zx)

olarak elde edilir. =
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ALISTIRMALAR

1. Asagidaki diferansiyel denklemlerin genel ¢dziimlerini bulunuz.

a) xy'-4y=x b) y'—y=e" c) y'+2x_y=xe*x2
] X ] Zy _ _ 2 _
¢) y—e'y=0 d) y+—1— x-1 e) x y+2xy =1
X_

2. Asagidaki baslangi¢c-deger problemlerini ¢6ziiniiz.

a)xy'—4y=x, y(1)=0 b) y'=y=e", y(1)=1 c) y"+2xy:xe*"2 , y(0)=2

¢) y+y= y(0)=e d)xy'+2y=x>, y(1)=0 e) x’y'+2xy=1, y(1)=2

1+e* '

3. Bir hesaba siirekli bilesik faiz ve %6 yillik faiz orani ile 40000 TL yatiriliyor ve her yil sonunda 3000
TL cekiliyor. t-inci yilda hesapta kag¢ TL bulunur? Hesap kac yil sonar sifirlanir? Hesaptan toplam
kag TL ¢ekilmis olur?

4. Yeni kurulan bir sirketin yillik gelirindeki degisim orani 30 milyon TL ve yillik gelir arasindaki fark ile
orantilidir. Baslangigta O TL olan yillik gelir ikinci yilin sonunda 5 milyon TL dir.

a) Besinci yilda sirketin yillik gelir beklentisi ka¢ milyon TL olabilir?

b) Yillik gelir hangi yil 20 milyon TL olabilir?

5. Asagidaki diferansiyel denklemlerin genel ¢6ziimlerini bulunuz.
a) y*—x*y'=0 b) y'+xe’ =0 ¢) x%” —yy'=0

¢) 2xy'=1 d) 2x-3)yy'+y*-4=0 e) y'=x(1+y*)

6. Asagidaki baslangi¢c-deger problemlerini ¢oziiniiz.

a) y'=e*(1+y*) , y(0)=0 b) y*y'-x*(1+y*)=0 , y(0)=2
. 1+y , y
c) (2y+1)y—my=0 y(0)=1 ¢) y+xe’ =0 , y(0)=1
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7. Asagidaki denklemlerin genel ¢6zimini bulunuz.
a) y'-2y'-15y=0 b) y'-4y=0 c) y'+2y'+5y=0

¢) 3y'-4y'=0 d) y'+4y=0 e) y'-4y'+4y=0

8. Asagidaki baslangic-deger problemlerini ¢ozliniz.
a) y'-2y'-15y=0, y(0)=1, y'(0)=1 b) y'+2y'+y=0, y(1)=1, y'(2)=2

o y'-2y+2y=0, y(0)=-1, y'(0)=-1 ¢) y"-7y+6y=0 , y(0)=2, y'(0)=1

9. Asagidaki diferansiyel denklemler icin 6zel ¢6ziimler bulunuz.
a) y'-5y'+6y=3x+4 b) y"'+7Y2+6y =3cos2x c) y'+2y'+2y=e"

¢) y'+y'-2y=x°+x d) y'+4y=x+e™* e) y'-4y'+d4y=x"-2x+4

10. Onceki soruda verilen diferansiyel denklemlerin genel ¢éziimlerini bulunuz.

11. Asagidaki baslangic deger problemlerini ¢6ziiniiz.

a) y'+y'=e*, y(0)=1, y'(0)=1

" 1 3
b) y'+4y=x , y(0)=1, y(0)=z

c) y'-3y-10y=-x-1, y(0)=-1,y'(0)=3

¢) y'-2y'+y=25sin2x , y(0)=0, y'(0)=0
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