BOLUM 6 |
LAPLACE DONUSUMLERTI



6.2. Laplace Donigimid Tanimi

Bir f(t) fonksiyonunun Laplace alindiginda olusan fonksiyon F(s) ya da
ZL[f(t)] olarak gosterilir.

o0

LI = Fis)= [ f(t)e™ " dt

Burada tanimlanan s;

Ss=0+ jw




ORNEK: Asagidaki fonksiyonlarin Laplace déniisiimlerini aliniz.
a) u(t)

b) e *u(t)

c) &(t)

cOzUM: a)
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ORNEK: f(t) = sin wtu(t) fonksiyonunun Laplace dénusiimiinii aliniz.

F(s) = L[smwt] = / (sinwt)e™*" dt
0

[oo (eja)t _ e—jwt) —std
= 2j e I
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1 S . :
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6.3. Laplace Déniigimiin Ozellikleri

1. Dogrusallik

f1(t) ile f, (t) fonksiyonunun Laplace dontsiumlerisirasiile F; (s) ve F,(s) olsun;

Llay fL(t) + ax f2(1)] = a1 F1(s) + ax Fa(s)

I . .
Llcoswt] =L [;(z’f“” + e_f‘“’)]

1 ] 1 —jw
— ;E[("ﬂm] + ;E[(’ J f]

et o

Lle ] =1/(s +a) Bilindigine gore;

1 1 i | s
ses] = 2\s—jJo s+ jo = 1 @2




6.3. Laplace Déniigimiin Ozellikleri

2. Olceklendirme

f(t) fonksiyonunun Laplace dontsimi F(s) ise

Ll Flat)] = / ]‘;ar)( "

¢” ¢”
a bir sabit ve a>0 ise ; l\x- afrve d’x——a .dt’\olduguna gore;
=~ ‘-—\
© 3 W x
L[f(at)] = f(\)(_‘(‘/“) - :
0
o0

F(x)e ™6/ g

a Jo




W
52 4+ w?

Llsinwt] =

| W 2w

"2 G/ + @S2 4wt

L[sin 2wt ]

3. Zamanda Oteleme
f(t) fonksiyonun Laplace donlisumu F[s] ise;

LIf(t —a)u(t —a)] = / f(t—a)u(t —a)e " dt
0

a>0

C u(t—a)=0 I <a

_ u(t—a)=1 oo




oo
LIf(t—a)u(t—a)] = [ f(t —a)e " dt
_ a
- Eger; x=t-a olarak tanimlarsak, dx=dt ve t=x+a olur.

LIf(t —a)u(t —a)] = foo f(x)e S0+ gy
0

=e » f f(x)e™" dx
0

— " F(5)

| L[f(t—a)u(t —a)]=e “F(s) |




ORNEGIN:

Lcos wt] = >

Oldugu biliniyor.
52 + w?

Llcosw(t —a)u(t —a)] —s ?

LI[ft—a)u(t —a)] =e “F(s) Ozelligi kullanilarak;
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4. Frekansta Kaydirma
f(t) fonksiyonun Laplace donlisumu F[s] ise;

Lle f(1)] = fo e?"-’%{)e-‘*‘ di
=[ f(r)e—(s ar gr . _ Fis 4=
0

Lle ™ f(1)] = F(s +a)

Cos w1 = - Lle ™ coswt] = .
52+w2 _(s+a)2+a)2
- , w

2 1 (s +a)? + o?



4. Diferansiyelini Almak

af Rl
ﬁ[dt] = [ e

| LIf'(D]=sF(s)— f(07)




] — $2F(s) — sf(07) — £/(07)

] =s"F(s) — S"_lf(O_)

— ST FI07) = e — 50 FOD07)




ORNEGIN:

() = coswt.  f'(t) = —wsinwt [f(0) =1 ise

‘ LIf'(D]=sF(s)— f(07) \

1
Llsinwt] = —;E[f'(f)] = —é[SF(S) — 70 )]




5. Integralini Almak

E[fotf(t)dt] =Lfo [fot f(x)dx] e " dt




ORNEGIN; f(t)=u(t) iken laplace alinirsa F[s]=1/s olur.




Frekans Diizleminde Tiirevini Almak
f(t) fonksiyonun Laplace donlisumu F[s] ise;

F(s) = f f(te ™ dt
0

s- duzleminde tirevi alinirsa;

dF x -
d(s) - [ F@)(—te)dt $= f (—tf(t))e™" dt = L[-tf ()]
) 0 0

dF
Lif () = -0
d"F(s)

LU"F (O] = (=)' ——




ORNEGIN:

E[e_at] = 1/(s + a) Bilindigine gore;

iro | cpre-oy = 4 (L) o L
E[ff(f)]=—T i ds s+a (s+a)2

7. Zamanda Periyodiklik
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f@® =hH@®)+ L@+ @) +---
= fi(t)+ ht—T)ult—T)
+ fitt —=2T)u(t —2T7) + - --

h@) = {0, otherwise

Her bir terimin Laplace Doniisiumu alinirsa;
F(s)=Fi(s)+ Fi(s)e ™ + Fi(s)e ™™ + Fi(s)e " 4 ...
= Fi(s)[1 + PRI W a L LTI e L ]

1

I — x

l+X+x2+x3+---=

Fi(s)

F(s) = T




. Baslangig ve Son Degerler

fO) = lim s F(s)

degeri icin;

ORNEGIN;

2
f(t) = e * cos 10t ~ F(s) s

~ (s +2)% + 102

Oldugu biliniyor

sZ 4 2s
07) = lim sF(s) = lim
UACHD i () s—>o00 52 4+ 4s + 104

: 14+2/s
= lim
s—oo 1 4+4/s + 104/s2

= 1




f(00) = lim s F (s)

icin;

EGIN;

355 >
f(t) = e ' sin5t &) = e

Oldugu biliniyor

5s
o) =lmsF(s) =lim
flo0) = s b (e) = b s+ 29

= {)




1

f(t) =sint <4u—) f(s)=

s+ 1
f(00) = imsF(s)  _ 3
s—0 52 4+ 1
=0




ORNEK: Asagidaki fonksiyonun Laplace Déniistimini
elde ediniz.

f(t)=38(t)+2u(t) —3e 1t >0

COZUM: Her bir ifadenin ayri ayri laplace dénisiimii
alinip, toplanir.




'ijNEK: Asagidaki fonksiyonun Laplace Dontsumdiini
elde ediniz.

f(t) = t*sin2t u(t)

COzZUM: Clsin 2¢] = E Oldugu biliniyor ise;
5% + 22

d"F (s)

ds"

Frekansta tiirevini alma ‘ L[t" f(1)] = (=1)"

ozelligi kullanilr.

5 - ([2 2
F(s) = L[t*sin2t] = (=1)° = ( ‘ )




ORNEK: Yandaki grafigi veren g4

fonksiyonun Laplace T
donusiimiini bulunuz. 3 i
- -~ i E: :E >
Re ~ P N :-:_? y
g(t) = 10[@\10 = E})—‘y\(j —3J] X

u(t) ” l
s




ORNEK: Yandaki grafigi veren {fﬁ_j o
fonksiyonun Laplace I : A /‘ )
dénistimiini bulunuz. Lo _1hz2 5 4 s
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Fonksiyonun periyodu » T=2

’/
' d
,/
(d
LN N N N N |

= 2tu(t) —2(t — Du(t — 1) —2u(t — 1)

‘ Laplace Donilisiimii uygulanir

g 2 2 _ 5
FI(S)ZS_-_ZS‘- —;(’ =S—2(1—(? — S )




Ozelligi kullanilarak;




ORNEK: Asagida Laplace Donusimi verilen fonksiyonun
baslangic ve son degerlerini elde ediniz.

20
(s + 3)(s% + 8s + 25)

Hix) =

Baslangi¢ degeri igin; h(0) = lim sH(s)

§—00

. 20s
= i) . -
s—o00 (s + 3)(s* + 8s + 25)

_ 20/s?
1m
s—>o00 (1 4+3/s)(14+8/s + 25/.8'2)

0

T (140 (14+040) =Y




Bunun icin kutuplarin bulundugu yerler tespit edilir.

uygulanabilir!

h(o0) = lin‘(l)sH(s)

s 20s

Son degeri icin 6nce teoremin uygulanabilir olup olmadigina bakilmalidir.

Kutuplari s=-3 ile s=-4%j3 de; yani s-duzleminin sol yarisinda yer alir. Teorem

= lim
s—0 (s + 3)(s% + 8s + 25)

0
~ (043)(04+0+25)

=0

SV




Bitti...




6.4. Ters Laplace Donisimleri

Elimizde bulunan s-diizlemindeki fonksiyon pay ve payda olarak
ifade edilebilir.

N(s)
D(s)

F(s) =

Ters Laplace donisumtu elde edebilmek icin;
1. Fonksiyonun pay ve paydasi carpanlara ayrilir,
2. Her bir terimin Ters-laplace bulunur.



6.4. 1. Basit Kutuplar

N (s)
i) e=
S+ p1)s+pr)---(s+ pp)
Denklemin kutuplari ‘ S = —P1,—D2s -+ — Pn

Denklemde N(s)’in ky k- k,
derecesinin D(s) den az F(s) = - = ity
oldugu kabul edilerek; X i TN S+ Pn
1. Kutuptaki ——— " pﬁ/\w \Ls + pﬁ/\,,
sabiti bulmak '(‘ + I’I)F(‘) =k + ’*T—"— o e

S~—=’ s+ P2 S + Pn

icin;




6.4. 1. Basit Kutuplar

k, degeri icin »

Herhangi bir
k; degeri icin »

Sonug itibari ile F(s) fonksiyonunun ters laplace donlsimu;

f(@) = (/\-1(,—1)1r Py NP ) /\_,ne—p,,t)




6.4. 2. Tekrarlanan Kutuplar

F(s) fonksiyonunun n- tane tekrarlanan kutbunun oldugunu varsayalim;

/\'n /\'ll—l l\'z
F(s) = S n — t+---t 2
(s+p)"  (s+p)> (s + p)”
+ ki + Fi(s)
5+ P i
k, degeri icin kn = (s + p)"F(s) |s:—p
ol /
.k,'l_l degeri ky 1 = (_[(_s' + p)"F(s)] },__
ICIN ds i
k., _.. degeri 1 d™
gin nem = — s +p)"FOI|__,



6.4. 2. Tekrarlanan Kutuplar




6.4. 2. Kompleks Kutuplar

/-\1.8' + A:
F(s) = — + Fi(s)
Is* +as + b Jt ]
|
kompleks kompleks
kutuplari kutbu
iceren olmayan

[ Kompleks kutbu olmayan kismi icin basit veya tekrarlanan kutuplardaki gibi
islem yapilir;

d Kompleks kutbu olanlar icin ise kendi kutup degeri haricinde 6zel degerler
verilerek bulunur.



ORNEK: Asagidaki fonksiyonun ters laplace ifadesini bulunuz.

F(s) 3 > + 6
§) = — —
s s+ 1 s2 4+ 4

COZUM: Ters Laplace ifadesi her bir terimin ayri ayri
donisumum alinarak bulunabilir.

: B 3 5 i
f() =LF(s)] = (‘)—ﬁ‘l( : )+£—1( - )
$ s+ 1 sc 44

= 3u(t) — 5S¢~ ' + 3sin2t, t >0




ORNEK: Asagidaki fonksiyonun ters laplace ifadesini bulunuz.

s?+12
s(s +2)(s + 3)

FR) =

COZUM: Oncelikli olarak carpanlara ayirarak fonksiyon
ayristirilir. Bu fonksiyon basit kutup ifadelerine sahiptir.

s? 412 A B %
— — 4 +
s(s +2)(s +3) S s+ 2 s+ 3




A=sF() |y = (s +2)(s+3) [op  G3)
§2 119 . 4+ 12 .
B =(s+2)F(s) }s=—2 i s +3) =y (=2)(D)
s+ 12 _9+12
C=6+IFO) |5 =572 | .~ @D




2. YOL:

s2 412 A B C
— i +

s(s+2)s+3)R —
s(s+2)(s + 3) S s+2  s+3

s+ 12=AG+2)(s+3)+ Bs(s +3)+ Cs(s +2)

s? 4+ 12 = A(s* + 55 + 6) + B(s* + 3s) + C(s* + 25)
s' in kuvvetlerine gore denklem katsayilarini esitlersek;

12 =6A — A=2
s: 0=5A43B+2C — 3B+2C =-10

20 1=A+B+C =)  BiC=-]

8l + 2)(s + 3)



+
s s+2 s+43

f(t) =2u(t) — 8™ + 77, t > 0.

ORNEK: Asagidaki verilen V(S) fonksiyonundan v(t) ifadesini
bulunuz.




COZUM: Bir 6nceki 6rnegin tersine bu fonksiyon tekrarlanan
kutup ifadelerine sahiptir.

10s% + 4

Vis) = .
s(s 4+ 1)(s + 2)-




A=sV(s)| _,

B=(s+DV(e)|_, = G | =i

C=(s+2)7V(s) |

D

1. YOL:

B d

ds

10s* + 4 4

10s% + 4

— p— == ].
s+ DG +2)7° [ (DR

14

B 10s% + 4

s=—28  s(s+ 1)

_d (10s* +4
_— ds s 45

_ (5 +5)(20s) — (105 +4)(25 + 1)

[(s +2)°V(s)]

s=—2 N (_

(.5'2 =2 S)Z

44

= g2
2)(—1)
§=—2

= 13
s§=—2




2. YOL: Denklemin her iki tarafi

s(s + 1) (s +2)*  ile carpilir
1052 +4 = A(s + 1)(s +2)*> + Bs(s + 2)°
+Cs(s+ 1)+ Ds(s + 1)(s + 2)
10s2 +4 = A(s® + 55% + 85 + 4) + B(s> + 45 + 4s)
+ C(s* +5) + D(s® + 3s* + 25)
4 = 4A — A=1
0=8A+4B + C + 2D " 4B +C 42D = —8§
10=5A+4B + C + 3D == 4B+ C+3D =5

0=A+B+D = B4+ D=-1

A=1.B=-14,C=22D =13



v(t) = u(t) — lde " 4+ 1372 + 22t t >0

ORNEK: Asagidaki verilen H(S) fonksiyonundan h(t) ifadesini
bulunuz.

20
(s + 3)(s2 4+ 8s + 25)

H{s) =

COZUM: Bu 6rnekte fonksiyon kompleks kutba sahiptir. (s=-4+3j)




20 A Bs + C

H(‘s) — 9) = = + -~ -
(s +3)(s=+8+25) s+3 (5% + 8s +25),
|

Kompleks K lek

1. YOL: olmayan s
20 20 .
— (s 3 S — —_ =

A=(s+3)H(s) | __, 2185425 | _ ., 10

J

B ve Cicin bu yonteme devam edilebilir ama kompleks koklerden
kaynaklanan kompleks islemler meydana gelir. Bu islemlerden kaginmak
icin, H(s) fonksiyonuna kutup degerleri harig¢ 6zel s degerleri (s=0 ve s=1)
verilir.




2. YOL: Denklemin her iki tarafi

2

(s + 3)(s* + 85 + 25)

lle carpilir.
20 = A(s* + 85 +25) + (Bs + C)(s + 3)
= A(s?2+85s+25)+ B(s* 4+ 3s)+ C(s + 3)
0=A+ B ‘ A=-—B
0=8A+3B+C=5A+C mm) (C = -5A

20=25A4+3C=25A—-15A A = 2



2 2s + 10 2 2(s +4) + 2

H(s) = — = -
(s) 5 3 (52 + 8s + 25) s+ 3 e 4)2 4

. 2(s +4) 2 3
s+3 (5+4)*+9 3G+4H)*+9

' Ters Laplace Donusimu yapilirsa;

I . 7§ —3t 9 —4¢ . 2 —4f -
1(t) = 2¢ 7" — 2e 7 cos 3t — ;e sin 3t




6.5. Devre Uygulamalari

Laplace donlsumuini devrelere uygulamak icin;

1. Devre zaman duzleminden s- diizlemine cevrilir.

2. Devre uygun bir devre analiz yontemi ile ¢cozullir (DGgiim gerilimleri,
K.A.K, siiperpozisyon v.b.)

3. Cikan sonug ters laplace donusimu yapilarak zaman dizlemine
cevrilir.

Devre elemanlari nasil s-diizlemine cevrilir?

Zaman duzleminde direng icin akim-gerilim iliskisi;

Laplace don. alindiginda; N ,
v(t) = Ri(t) P 8 S V(s) = RI(s)




Endliktor igin;

) V(s)=L[sI(s)—i(07)]=sLI(s)—Li(07)
di(t) Laplace dén. alindiginda;

v(t) = L X
dt > 1 i(07)
[(s) = —V(s)+ —
i(7) 1s) 16 sL S
—— : © )
() ‘ —-— =
W) l é’j A (s) ;_-g sL @ '(S_O) W(s) -
— 5 o

. I(s)=C[sV(s) —v(07)] =sCV(s) — Cv(07)
Kapasite icin;

_ dv(t)  Laplace don. alindiginda;
i(t)=C 1 v(07)
dt > Vis) = —I(s) +
sC s
i(1) I(s)
O—— o 1(s)
+ + =D e
als @ o
" - T sC veya .
0) =——= C > Vs
'V(r) B @ V(S) ;1-6 e o C;-(o)
A -
o— >



Eger baslangic degerleri sifir kabul edilirse;

Resistor:  V(s) = LRII (s) Resistor:
Inductor:  V(s) = 'sLJ (s) Z(s) = V(s) Inductor:
, l'l'\ [(s) ‘ _
Capacitor:  V(s) = C: [(s) Capacitor:
15U

Z4s5] =

Zis) =R
ZiAx) =&k
S‘C

ORNEK: Sekildeki devre icin baslangi¢ kosullarinin sifir oldugu kabul edilerek v, (t)

gerilimini bulunuz.

1Q 5Q

u(t) mmp l AW AW
s "
u(p) D lp = lH:%'b(f)
1H mmp sL=s )

l
!



For mesh 1 1Q 50

Ca |
G
|
I

1 3 3
A A . 3

For mesh 2

~
~
~
~
~
~
~
\\
~

\)

1 3% 1 3
358 = (1 - —) ;(52 +5s+3), — —,#:3s
A) . S

3
s3 + 852 + 18s

3 3 V2

3=(s"+8s"+18s), wemmp |, —

ol$) =shi= R 118 V2 (s +4)2 + (V2)



3 V2

V,(s) =
AV TR =
DLiT) = ) e ¥ sin/2t V, § >1

V2

ORNEK: Sekildeki devre icinvy(0) = 5V ise vy(t) gerilimini bulunuz.

10 Q

Cv,(0) =0.1(5) = 0.5 A

— 10Q 5(5) \|
9 — AN : I
) + "i 10 I
10 S 110 I

W(s) %2: 00(0) me 10Q= 1 5 OSAI 2A
- l ‘ I
= ~ -




K.A.K. uygulanirsa;

10/(s+1)—1YV, V, V, Denklem duzenlenip 10 ile
10 +2+0.5= 10 T 10/s carpilirsa;
10 25s + 35
25 =V,(s+2) = V=T
s (s + 1)}(s +2)
Denklemi kutuplarina gore ¢arpanlarina ayiralim;
B 255 4+ 35 B A 3 B
TG+ DG+2) s+1 0 s+2
25s 4+ 35 10
A=((4+1V,(s) ‘s:—l S ST — — = 10
(s +2) [ 1
B=(s+2)V,s)|__, 225+ _ b
S+ 1) |5 —




10 15

Y (5) =
(s) .s*+1+.5'—|—2

v, (1) = (10e™" + 15¢ " u(t)

ORNEK: Sekildeki devrede anahtar a a
konumundan b konumuna t=0'da
gecmektedir. t>0 icin i(t) ifadesini bulunuz.

Enduktorun baslangi¢c akim 1)

—_—

degeri s K -t

<=
= sL

’(O) — [0_> L’(O) = L]() "s) ’
ﬁ)z:(O)\

Cevre analizini yaparsak;

Vo
I[(s)(R+sL)—LI,—— =0

\)




L,

Vo
I(s)(R+sL)—LI,— 2 =0 = [(s) =

S R4+ sL T

Lo

Vo

s(R+sL)
Vo/L

Kutuplarina gore ¢arpanlarina ayrilr.
Vo

V
i(r)=(lo—§)e"“+§". t>0 T =R/L

Son degeri;

. | , sl Y. L V,
lims/(s) = lim + Ep—
s—0 s—>0\s+ R/L s+ R/L R

s+ R/L i s(s+ R/L)



6.6. Transfer Fonksiyonu

B Y (5)
- Xi5)

H(s)

Yizy = Hi{z1Xx15)
Eger;
x(t) = 0(1) X (s) = 1

Yiz) = His) veya v(t) = h(t)

. Vo(-V)
H (s) = Voltage gain =
Vi(s)
. 10(-")
H (s) = Current gain =
Ii(s)
V(s)
H (s) = Impedance =
[(s)
| . I(s)
H(s) = Admittance =
V(s)

Bu durumdaki cevaba birim diirtli cevabi denir;

h(t) = L7H(s)]




ORNEK: Devrenin ¢ikisi; v(7) = 10e™" cos 4tu(t)
Girisi; x(t) = e tu(r)

Sistemin transfer fonksiyonunu ve birim diirti yanitini bulunuz.

COZUM: Once x(t) ve y(t) ifadelerinin Laplace dénisimleri bulunur.

1
x(t) = e ult X(s) =
x(r) = e ul(r) — (s) ST
y(t) = 10e™ " cosdru(t) wmmp Y (s) = 10(s + 1)
(s + 1)* + 42
Y (s) 10 10
His) = — i = —
Xix) (s +1)-4+16 s« +2s 4+ 17
h(t)’yi elde edebilmek 10 4

icin bir takim H(s) = : :
degisiklikler yapilir. 4 (s +1)% + 42



10 4

H(s) = #

4 (s 4+ 1)> + 42

ORNEK: Yandaki devrenin transfer

fonksiyonunu H(s)=V,(s)/I,(s) bulunuz.

1. YOL: Akim bolmeden;

I, — (s +4)1,

T s+ 4+2+1/2s
R oL,

‘@:-5_s+6+1ps

His) — V,(s) 1 ds(s + 4)

I,(s) 2s24+12s+1




2. YOL: Ladder (merdiven) yontemi uygulanabilir.
V/o=1V olarak kabul edelim. Bu durumda I ;

L = V,/2 =1/2 A

2+1/2s empedansinin Gzerindeki gerilim;

1 1 4s+1
v1=12(2+—) =14 — =

2s ds  4s
/7 gerilimi s+4 empedansi Gzerindeki gerilimle aynidir.
Vl 4.8' + ].
s+4  4ds(s+4)

4s + 1 1 2s* 4+ 125 + 1
]0:]l+]2: 7T —

I8

IO-Q+

4s(s + 4) 5 - ds(s +4)

> 1 | B 4s(s + 4)
HS)=1TF T T 22+ 12s +1

o
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