LAPLACE DONUSUMU

Laplace donisiimu yardimi ile sag tarafli diferansiyel denklemin sag tarafinda bulunan
fonksiyonun surekliligi bozulsa bile(basamak,impuls fonksiyonu) diferansiyel denklemler
¢cOzlilebilecektir. Bu tip denklemlerle elektrik sistemlerini ¢ozerken karsilasilir. Lineer
diferansiyel denklemlerin ¢dzimleri icin ¢ok kullanilan yontemlerden birisi integral
donustmleridir ve bir integral dontistimi

F(s) = ﬁjK(s,t) f (t)dt (1)

formundadir. Burada verilen bir ‘f’ fonksiyonu ‘F’ fonksiyonuna doniisiir ve F fonksiyonuna
f in fonksiyon doniisiimii denir. K(s,t) ye ¢ekirdek denir.

L(f(t))= F(s) = oje-ﬂ ()t 2)

L(f(t)) veya F(s) e f fonksiyonunun Laplace déniisiimii denir. K(s,t)=¢™ dir.
Laplace donlsimiinin tanimindan da gorildigi gibi burdontsiim genellestirilmis
integral(improper) gérinimiindedir.

Bu nedenle genellestirilmis integral kavraminichatirlamak icin bir 6rnek ve teorem verelim.
Genellestirilmis integral sonlu araliklariicin integralin bir siniri olarak tanimlanir.

o0 A
jf tdt=1lim, jf (t)dt A pozitif reel sayi

Eger integral her A>a icin a dan A ya var ise ve A—> limiti mevcut ise genellestirilmis
integral yakinsak:, aksi takdirde iraksaktir.

Ornek:
J'e“dt —? t>0
0

i % . et A . 1
t A
lim, Ie° dt=lim, = o =lim,_, NG
0

¢<0 icin genellestirilmis integral yakinsaktir. c>0 ve c=0 igin iraksaktir.
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Teorem 6.1.1.

f fonksiyonu t>a igin pargali siirekli fonksiyon, M pozitif sabit bir sayi ve eger

[f(t)|< g(t) C]'g(t)dt yakinsak ise jf (t)dt de yakinsaktir. Diger yandan t>M ve
M a

f(t)=>g(t)=0 olmak lizere eger Uj‘g (t)dtiraksak ise jf (t)dt de iraksaktir. Yukarida
M a

(2) nolu denklemle verilen L(f(t)) veya F(s) Laplace déniisiimiinde
genellestirilmis integral yakinsak oldugunda tanimlanmaktadir.

Teorem 6.1.2:

1) keyfi bir pozitif ‘A’ sayisi igin 0<t<A araliginda f fonksiyonu parcal sirekli
olsun

2) t=M icin [f(t)|<K e olsun Bu esitsizlikte K,M pozitif olmak iizere K,a,M reel
sayilardir. Bu sartlar saglaniyorsa

L(f(t))= F(s) = je—stf(t)dt doniistimii s>0 icin vardir.
0

Ornek 1:
fit)=1, t20 , L(1)=?Laplace tanimini kullanarak bulunuz.
Cozum:
* “ —st
L1)= F(S)= [e *f (@t = [e*1dt= —°
0 0 S

. e A . et 1 1
lim, —=— [ =lim - +=1== 1/s s>0
A—x S |o Ao S S S

Ornek 2:

f(t)=e®, t>0 , L(e *)=? Laplace tanimini kullanarak bulunuz.

© © A
; . 1
L(e at)= J‘e_steatdt _ J'e—(s_a)tdt ~lim, J'e—(s_a)tdt =lim A%——e_(s_a)t (/:
S—a
0 0 0
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|imA%(_ie<sa>A _(_L)j= 1/s-a  s>a
S—a S—a

Ornek 3:

f(t)= Sin(at), t=0 , L(Sin(at))=? Laplace tanimini kullanarak bulunuz.

© A

F(s)=L(Sin(at))= .fe*“ sinatdt=lim,__ je*S‘ sinatdt = s>a
0 0

u=e™  du=-sedt

dv=sinatdt v= _é cosat

} uv-fvdu

_st —st
. etcosat A A . u=e> du=—se>*dt
F(s)=lim,_,, T |o T a Oje cosatat dv=cosatdt. ' v= %sin at

sag tarafa kismi integrasyon uygulanirsa

2
F(s)= < 2 Jesinatdt = 1/a -s*/a’ F(s)
a a’j

F(s)= L(Sin(at))=a/(s’+a®) >0 bulunur.

Ornek 4:
f(t)=t L(t)=? Laplace tanimini kullanarak bulunuz.
o) . =] ) u = dU = dt
L(t)= F(s) = Oje f(t)dt = Oje | gyt yo_ % ot
= Ete‘St e 2 jE‘Stdt =0+ 11 e = iz
S ss |y S
Odev:
1- f(t)=t L(t?)=? L(t?)=2/s’
2- f(t)=t> L(t%)=? L(t*)=6/s"
3- f(t)= cos(at), t=0 L(cos(at))=s/s*+a’
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Laplace doniisiimii lineer bir operatordiir gergekten f; ve f, fonksiyonlarini s>a;,s>a; igin
Laplace doniisiimleri bulunsun. Burada s, a; ve a; nin maximumundan biiyiik olmak iizere

L(cof1(t)+cf5(t))= jefSt C.fLt)+c,f,M)Tt=c je*“ f,(t)dt +c, jefSt f, (t)dt
0 0 0

L(C1f1(t)+sz2(t)) = C1L(f1(t))+C2L(f2(t))
lineer bir operatordiir.
Ornek1:

at —at
€

o etoet
L(sinhat)= L(—2 )=?

Loy - 11 1 ] 1(1 1) a
:El'(e )-Le )—_Z[S—a s-(—a)}_z(S—a s+a]_sz—a2

Odev:
L(coshat)=?

at —at
L(coshat)= L( %) L(coshat)=

s’ _a?

6.2.BASLANGIC DEGER PROBLEMLERININ ¢OZUMU

Laplace donilisimi sabit katsayili diferansiyel denklemlerin baslangic deger problemlerinin
¢O6ziimiinde kullanilir. Laplace donlstimiini.bu tir problemlere uygulamadan énce f , f
yeeeennnrreees ,f"(t) fonksiyonlarinin laplace dénusimundbilmeliyiz.

Teorem6.2.1:
f sureklive f' parcali stirekli iki fonksiyon (0 <t < A araliginda)olsun Ayrica K,a,M sabitler
olmak lizere

If(t)|<Ke™ , t=M -olsun. Bu takdirde
LLf (t) ]=s L[ f(t) ]- f(0)
saglanir.

Teoremin ispati:

A

J'e*“f'(t)dt 0 <t <A araligindaki noktalar tt,,........... ,t, f slireksiz ise
0

A 4 t, A

je-St f'(t)dt= je—st f'(t)dt + Ie‘“ £ )t +urrrrnnene. + je—“ f'(t)dt

0 0 f t,

esitligin sag tarafindaki her bir terimin integrali alinirsa
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A 4 t A
J'e*S‘ f'(t)dt=e* f )]+ ™ f(t)|§f — je—St f(t)dt + je-st f (t)dt+............. + je-St f (t)dt
0 0 7] ty

f stirekli o/dugundan t,t,,........... ,t, ifadelerindeki integrallerin dagilimi ihmal
edilirse

A A
je‘S‘f'(t)dtze'SAf(A)-f(0)+s J'e‘S‘f(t)dt Ao e*f(A) -0 s>a
0 0

L[ () 1=s L[ f(t) ]- f(0)
Teoremé6.2.2:

f strekli ve f parcali stirekli iki fonksiyon (0 <t < A araliginda)olsun’Ayrica
K,a,M sabitler olmak tzere

flt)l<Ke™ , | f ()< Ke™,........... | 7 (t)]< Ke* t>M olsun
Bu takdirde s>a igin L[ f(t) ] vardir, ve

L[ £'(t) ]=s" L[ f(t) ]-s"F(0)-.....-sf"2(0)- £*(0)
L[ f(t) ]= L[ y(t) ] ile gosterirsek
L[ y"(t) ]= s" L[ y(t) ]-s"*y(0)-.:..-sy"*(0)- y"*(0) GENEL DURUM

Ly 1= 5" L[ y(t) I-sy(0)-y (0)
Ly I=s L[ y(t) ]-y(0)
Llyl= LIyl

y(0),y(0) karsiliklari dif denklemde yerlerine konulur ve L[y(t)] cekilerek Laplace déntsiimii uygulanir
elde edilen ifadeler toplanarak genel ¢6zim elde edilir.

Laplace Déniisiimii tablosu

L(1) = 1/s s>0 (1)

L(e™) = 1/s-a s>a (2)

L(t") n pozitif = nl/s"t s>0 (3)

L(t") = (p+1)/s”" (s>0,p>-1) (4)

L(sinat) = a/s’+a’ s>0 (5)

L(cosat) = s/ s+a’ >0 (6)

dginb - L 7

e” sinpt (s-a)2+b2 (7)
£(e™ - cos(bt))(s T2 (5> a)

(E ' Lm( ))(5’) = (S _ f.',)2 + b2 (8)
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L(t" - e*)(s)

L(#" - f(2))(s) -

L(f(1)(s) -
L. (6) =
L(u () f (t-c)) =

LU, (®)* f (1)) .
L(8(t-c)) -
LE (1) :

ORNEK 1:

1]

m (s> a)

()" (L(F ) (9)
- L(F(E)(s) - £O)

e—CS/S

e L(f(1))(s)
e""L(f(t+¢))(s)

-CS

F(s-c)

(9)

(10)

(11)
(12)

(13)

(14)

(15)
(16)

y'"+y=sin2t , y(0)=2, y'(0)=1 baslangi¢ kosullarini saglayan diferansiyel denklemi ¢oziiniiz.

¢6ziim:

L(y::)+L(y)=L(sin2t) '
Ly )= L(y)-sy(0)- y (0)
L(y)= L(y)

her iki tarafin laplace dontsimi alinir, baslangi¢ kosullari yerine konulur y(0)=2, y'(0)=1, L(y)

cekilirse L(y +y)= L(sin2t)

s” L(y)-sy(0)-y.(0)+ L{y)= 2/(s*+4)

s” L(y)-2s- 1+ L(y)= 2/(s’+4)

L(y)[s*+1] =2s+1+—
S

L(y)=253+52+8$+6/(52+1)(52+4) bulunur.

as+b cs+d (as+b)(s* +4)+(cs+d)(s* +1)

Bu ifadeyi basit kesirlere ayirirsak L(y)= 7.1
S™+

ve iki ifadenin paydalan esitlenirse

s?+4

25>+s%+8s+6=(a+c)s>+(b+d)s’+(4a+c)s+(4b+d)
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a+c=2 b+d=1 a=2 c=0
4a+c=8 4b+d=6 b=5/3 d=-2/3

2s N 5/3 _1/3*2
s241 s?4+1 s?+4

y(s)=

Laplace doniisiim tablosundan

y=0(t)=2cost+5/3 sint-1/3sin2t
bulunur.

6.3 BASAMAK FONKSIYONLARI

Birim Basamak Fonksiyonu(Heaviside Function)

0 t<c )
uc(t)= seklinde tanimlanmaktadir.
1 t>c

uc(t)fonksiyonunun Laplace doniisiimii:

Luc(t))= = fe "y, ()t = [e0dt 4 e 1t
0 0 c

A —CS —CS

e e

)= s>0 dir.
S S

. g st 1
lim, ,, [edt=—"e
) s

. 1
= I|mAHw(——e_SA +
A S
t> 0 icin tanimli, verilen f(t) fonksiyonu icin, ilgili g(t) fonksiyonu birim basamak fonksiyonu
yardimi ile,

0 t<c

f(t—c) t>c formundaki bir fonksiyon g(t)= ut) f(t-c)

y=g(t)= {

seklinde yazilabilir.

Teorem6.3.1: Eger s >a> 0 igin
F(s)=L(f(t)) var ve c pozitif bir sayi ise
L(u (t)f(t-c))=e™ L(f(t))= e F(s) s>adir.

Tersine eger f(t)=L"(F(s)) ise buradan
u(t)f(t-c)= L™ (e F(s)) dir.
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ORNEK 1:

f(t)= {Sint O<t<xl/4 ise  L(f(t)=2

sint+cos(t—7/4) t>n/4

f(t) fonksiyonu 2 fonksiyonun toplami seklinde yazilabilir
0 t<zl4

f(t)=si =si
(t)=sint+g(t)= sint + {cos(t—ﬂ/4) t>n/l4

g(t) fonksiyonu da

ua(t)= 0 t<zl4d
mat1 t>7l4
olmak Uzere

Boylece g(t)= ur4(t) cos(t-m/4) olur ve Laplace déniisimiiniin lineerliginden

L[ f(t) ]= L[ sint ]+L[ u.a(t) cos(t-n/4) ]= L[ sint J#&*"PL(cost)

s S 1456 (/s
s? +1 s? +1 s? 41

ORNEK2:
F(s)=(1-e%)/s? in ters donlsimiini bulunuz.
Ters dénlisiimuin lineerliginden; L™ (e F(s)) =uc(t)f(t-c) ile

f(t)= L (F(s)= L ((1-e*)/s°)= L(1/5°)- L (e**/s°)=t - uy(t)(t-2)

L (1/s%)=t
t 0<t<2 _
f(t)= {2 (52 seklinde bulunur.
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Teorem 6.3.2:
s>a>0 icin F(s)=L(f(t)) var ve c sabit ise;

L(e® f(t))=F(s-c), s> a+c saglanr.
Tersine, eger f(t)= L™*(F(s)) ise

e f(t) = L'(F(s-c)) dur.
ORNEK

G(s)=1/(s*-4s+5) in ters donlUsimiini bulunuz. L*(G(s))=?
¢oziim:
G(s)=1/(s-2)>+1 =F(s-2) yazabiliriz. Burada F(s)=(s’+1)™ dir

L™(F(s))=sint oldugundan teorem6.3.2 den

b

1 1 M= e2tci at qi _
g(t)=L"(G(s))= L (F(s-2))= e"'sint e smbt_(s_a)2er2

6.4. SUREKSiZ KUVVET FONKSIYONLARI iLE DIFERANSIYEL DENKLEMLER

ornek:

1 <t <20 .
B(t)=us(t)-uan(t)= {o 0<t<5 ve t>20 olmak tizere

2y"'+y'+2y=g(t), y(0)=0,y'(0)=0 diferansiyel denklemin ¢6zimuini bulunuz.

Diferansiyel denklemin Laplace déniisiimii
25°Y(s)-2sy(0)-2y’(0)+sY(s)-y(0)+2Y(s)=(L(us(t))-L(u(t)))=(e*-e**)/s

Baslangi¢ degerleri yerlerine konup Y(s) cekilirse;

6755 _ e7205

Y(s)= S(2s* +5+2)

bulunur.
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y=0(t) yi bulmak icin Y(s) si daha basit olarak Y(s)= (e”*-e*)H(s) seklinde
yazariz. Buradan

_ 1
His)= S(2s* +5+2) dr.
Buradan da eger h(t)=L(H(s)) ise y=0(t)=us(t)h(t-5)-uzo(t)h(t-20) elde edilir.

e >*H(s) ve e?*H(s) nin ters déniistimlerini yazmak igin (Teorem3) ii kullaniriz. Sonug olarak

h(t) bulmak icin H(s) i basit kesirlere ayirirsak

H(s _9 bs+c
23 2

bqunur. Yukarldaki esitlikte yerlerine konur H(s)=

172 s+1/2 1/2 ( j s+3p+1

==
s 2574542 S (5+%)2+1%6

a:1/2, b:—l, c=-1/2

doniisiim tablosundan

yararlanilarak

h(t)—1 1{e‘““cos(\/—) (\/—

272
y=¢(t)=us(t)h(t-5)-u(t)h(t-20)

y-l— ;{e‘“ 5)"‘cos(‘/_ (t-5))+ (\/_)e“t 5)"‘sm(‘/—(t 5))}

5y

e 4sin t
) ( 2

2

% ;|:e_(t 20)/4COS(\/_(t 20)) (\/_)e_tZO)MSIn(\/_(t 20))}

Ornek 2:

y’+4y= g(t) 'y(0)=0,y'(0)=0 diferansiyel denklemin ¢6zimun{ bulunuz

0 0<t<5 0 .
g(t)= (t—5)/5 53t<10 y=g(t)= < g(t)=uc(t)f(t'C)
f(t-c) t>c
1 t>10
t<5
{(()t 5)/5 ttif}' {?[ 10)/5 :<ilg (t-5)/5 5<t<10
) B ) (t-10)/5 t>10

y=9(t)=Us(t)(t-5)/5 y=g(t)=U,,(t)(t-10)/5
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Bu iki fonksiyonun farki

0 0<t<b5
g(t)= Us(t-5)/5 — Uy(t-10)/5 =3 (t—-5)/5 5<t <10
1 t>10
2 e—5$ eflos 1 e75s _ eflos e75s _ eflos
s +4)Y(s)=— ——- Y(s)= =H(s) —————
( ¥(s) 5s?  5g? (5) s*(s? +4) 5 (5) 5

y= O(t)= Us(t)h(t-5)/5 — Uso(t)h(t-10)/5
Burada h(t) H(s) nin ters déniisiimiidiir. Basit kesirlere ayirma ile H(s)

= A LA
s s*44

y=1/4(t-5)/5-1/8sin2(t-5)/5-(1/4(t-10)/5-1/8sin2(t-10)/5).

h(t)= 1/4t-1/8sin2t.

6.5. impulse (Darbe) Fonksiyonlari

0 dirac delta olarak isimlendirilir I5(t—t0)f(t)dt = f(t,) ve laplace donusimu:

L(3(t-t o))=e™% t,>0 dir.
Ornek 1:
ay''+by'+cy=g(t) (a,b,c sabit)

g(t)= 20(t-7)+55(t+3) fonksiyonunun Laplace dontisiimiini bulunuz.
L(S(t-t o))=e™, idi.
L (g(t))=2 L(5(t-7))+5 L(8(t+2))= 2e *+5¢ >
= 2e7°+5e* bulunur.
Ornek 2:
V'+y4+y=6t-2) y0)=0 , Yy'(0)=0 baslangi¢ deger problemini ¢oziiniiz.

Laplace déniisiimiiniin lineerliginden
LY +Lh Lh L BC-2) =e™

L 359 -5y0) - y'(0)
LEFsY(9-y0) S2Y (5)-5Y(0) - Y (0) + 8 () - y(0) + Y (5) =€ >

LY £Y(6)

s2Y(s)—s.0—0+sY(s)—0+Y(s)=e™
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1

=e *F(s)
+5+1

Y(s) [2 +S+l} e, Y(s)=e® 2

olur. Once F(s) nin laplace déniisiimii bulunursa

. b
e?'sinbt = ———5 > benzetilirse
(s—a) +b

Y
1 }:L_l 1 Lt 4 N3 |

s +s+1 B

f(t)=L"(F(s))= L‘l[ .
1., 3 1 3
S4+— _ - 2 e 2
(s+2)"+, (s+2) +(,/4)

\/5
e 1
f(t)= \/E Lt 4 - \/:e_2t sin \/gt
3 3,| V3 4
+( Z)

(5-(,)
Diger taraftan f(t)=L"(F(s)) ise u(t)f(t-c)=L" (€™ F(s)) idi.
y= L (¥(s))= L (7 F(s))=un(t) \/ge‘i“‘z’ sinﬁ (t-2)
Odev:
2y"'+y'+2y=3(t-5) y(0)=0, y'(0)=0

6.6. Konvoliisyon Iintegrali

Bazen bir Y(s) laplace déniisiimii, bilinen f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin laplace
dontisiimdi olan F(s) ve G(s) nin ¢arpimi olarak verilebilir.

Y(s) = F(s)* G(s). Bu durumda Y(s) ye f ve g fonksiyonlarinin ¢carpiminin laplace
doéntisiimi olarak bakilabilir.
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Teorem 6.6.1. (Konvoliisyon Teoremi)
Eger F(s)=L(f(t)) ve G(s)=L(g(t)) s>a=0 icin var ise,

H(s)=F(s) G(s)= L(h(t)), s>a (1)
Burada h(t)

h(t)= J.f(t—r)g(z')drz J.f(r)g(t—r)dr. (2)

Buradaki h(t) fonksiyonu f(t) ve g(t) nin konvoliisyonudur.ve (2) deki
integraller konvoliisyon integralleridir.

Ornek1

(FO)(t)= [1-tde = [(-o)ds
Eger f(t)= cost ise

7=t

(f*1)(t)= tjcos(t —7)dz =-sin(t <7)|” =-sin0+ sint= sint.

(F*1)(t) = £ (t) dir.

Ornek2

H(s)= 2 ters fonksiyonunu bulunuz L™ (H(s)=?

L.
(s®+a%)
H(s) yi s ve (sz;aaz) gibi diistinerek tablodan bakilirsa bunlar t ve sinat nin
_+_

doniisiimleridir. Teorem 6.6.1 den

! B : _at—sinat
h(t)= Jf (t-7)g(r)dr = 6[(t—z-)Sln adr ==

Diger bir yolda 6nceden ¢ozdiiglimiiz gibi H(s) yi basit kesirlere ayirarak ta
bulabilirdik.
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Ornek3
LY(H(s)) = L( (& 16)

konvoliisyon teoremini kullanarak bulunuz.

1 1
H(s)= s(s? +16) s(sz+16):F(s)G(S)

seklinde yazilirsa

fO=L Q=1 g0=L
oldugu dikkate alinarak

1 —Esin4t
6° 4

L(H(s)) = L( ) =L (F(s)G(s)

(2 +16)

) = LY(F(S)G(S)) fonksiyonunun ters-laplace déniisiimiindi

t t
= J'f(t—r)g(r)dr: J'f(r)g(t—r)dr. integrallerinden isleme uygun olani segilerek
0 0

|-t ' ! w1
h(t)= L ((2 16)) 0jf(t_r)g(r)olrzoj(l) S sin4o)dz.
h(t)= %(—cos4r)|; :%(1—cos4t)
Ornek4

y"'+4y=g(t) y(0)=3,y'(0)=-1 baslangi¢c deger problemini ¢dziiniiz.
s? Y(S)-3s+ 1+4 Y(s)= G(s)
veya

3-1 G(s) Y(s)=3 S 1 2 1 2

+ -= += G(s) tablodan
s2+4 s?44 s?2+4 2s*+4 2s*+4 ®)

Y(s)=

Bu denklemin Uglincl terimindeki G(s) nin carpanina

denirse
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S 1 2
—= F(s)G(s
s?+4 252+4Jr (5)GE)

bu ifadenin her iki tarafinin ters laplace dontisimu alinirsa ve ters laplace
dontsimunin lineerligi dikkate alinarak

Y(s)=3

2
s’ +4

LYY (s)) = 3L-1(Sz S+ 7 —% L)+ L (F(s)G(s))

ayrica L*(F(s)G(s)) konvoliisyon ile bulunabileceginden

L (F(s)) :% ‘1(%) oldugu dikkate alinip Laplace tablosundan

SZ

t
y(t)= 3cos2t- %sin 2t +% Isin 2(t—7)g(r)dr
0
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